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摘要:从某种程度说,本文所提出的课题都是全新的尝试,迄今为止,尽管不乏利用柯布-道格拉斯

生产函数对马克思经济理论所试图进行的某种重新诠释,但是鲜见从生产函数的角度对马克思主

义经济学所进行的系统研究。本文揭示了马克思在《资本论》中具有生产函数思想的明确证据,并
强调在《资本论》中并不存在用字母写成的所谓马克思价值等式c+v+m =w 这种表述方式,而
《资本论》第三卷中第一次出现的公式W =c+v+m 则属于典型的线性生产函数格式。由此还可

以认识到纵向的Leontief生产函数其实源于对马克思生产函数中可变资本部分的分解。在研究

方法上,本文基于对生产函数从特殊到一般的研究所取得的多方系列研究成果,在阐明了马克思

生产函数的基本特征为一种线性生产函数之后,通过将其拓展为CES生产函数形式而实现了一般

化,从而明确了马克思线性生产函数与其他形式生产函数的内在联系。本文的意义主要在于,通
过探索和分析马克思的生产函数思想,可以加深对马克思经济理论的认识,特别是可以进一步拓

展源于再生产图式的经济增长模型,并且有利于与其他学派的经济理论进行对比分析。
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1 源于古典政治经济学者的生产函数

思想

熊彼特(1954)指出,生产函数的最初思想可以

追溯到法国重农学派重要的代表人物之一杜尔阁

(Anne
 

Robert
 

Jacques
 

Turgot,1727—1781)关于收

益递减规律的阐述[1]:在当等量的资本———劳动数

量在这里也是一样———连续投在一块土地上时,则
每一次投下资本所得到的产量,开始是不断增加,
一直到达增产量与资本增量之比为最大的一点,但
是超过这一点后,再投下等量的资本,所得的增产

量就会不断下降。这个渐减的增量数列最后必趋

近于零。对于这一种最后被认为是真正的收益递

减法则的陈述。不过,熊彼特并没有给出他得出这

一结论的根据。

斯坦利(1993)明确了杜尔阁关于收益递减规

律(law
 

of
 

diminishing
 

returns)的阐述发表于1767
年[2]。杜尔阁的叙述大意如下(译自法文):地球的

肥力就像弹簧一样,人们通过连续加载相同的重量

来努力弯曲它。如果这个重量很轻并且弹簧不是

很灵活,那么第一个负载的作用可能几乎为零。当

重物足够强大以克服第一个阻力时,可以看到弹簧

以合理的方式屈服并弯曲;但是,当它弯曲到某个

点时,它就会产生抗力,会开始抵抗施加在它上面

的压力,以前会导致一英寸凹陷的重物现在几乎不

能让它移动一根发丝。总之效果会越来越小[3]。注

意。这一论述并未收入杜尔阁的名著《关于财富的

形成和分配的考察》(原文为法语:Réflexions
 

sur
 

la
 

formation
 

et
 

la
 

distribution
 

des
 

richesses,1770)
一书[4]之中。
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熊彼特(1954)还指出,杜尔阁列举了1900年左

右美国经济学家所说的“比例变化法则”的一个特

殊例子。这一法则也可以用不同的概念,以稍稍不

同的方式来表达。并说这一法则出现于19世纪末,
现在叫作“生产函数”,表示产品数量和以不同比例

配合起来的生产要素数量之间的技术关系。不过,
他在该书中并没有明确指出“生产函数”的概念究竟

是谁提出来的。经考证,“生产函数”的概念是1894
年最早由英国经济学家菲利普·亨利·维克斯蒂德

(Philip
 

Henry
 

Wicksteed,1844—1927)所提出来的[5]。
维克斯蒂德还给出了生产函数的表达式:

P=f(a,b,c,…)
不过,杜尔阁从收益递减规律出发的生产函数

是基于农业所考虑的。据深山明(2013)考证,经德

国经济学家欧根·施马伦巴赫(Eugen
 

Schmalen-
bach,1873—1955)和康拉德·梅勒罗维奇(Konrad

 

Mellerowicz,1891—1984)的认可,把杜尔阁的生产

函数推广到了工业[6]。
熊彼特(1952)还指出,杜尔阁的生产函数特别巧

妙的地方在于,在收益递减的阶段前插进了收益递增

的阶段。也就是说承认了一个事实,即收益递减并不

是从投下第一副可变生产要素的剂量以后立即就起

作用的,而是在达到某一点以后才开始起作用的[7]。
杜尔阁的生产函数只有一个变量(劳动)。可

以通过以下设定并画图来予以解释。令Q 为“农业

产出”(纵轴);L 为“劳动投入”(横轴),则杜尔阁的

生产函数可用Q=f(L)来表示。在收益递增区间

(如图2-1所示,∀0≤L <L* ),一阶导数大于零

即Q'=f'(L)>0;在收益递减区间(如图2-1所

示,∀L ≥L* ),一阶导数大于零Q'=f'(L)<0
(参见下图)[8]。

一般说来,n 个变量的生产函数,可以表述为

Q=f(x1,x2,…,xn)
如果一个生产函数满足如下条件(∀λ>0),称

为规模收益不变:

f(λx1,λx2,…,λxn)=λf(x1,x2,…,xn)
如果一个生产函数满足如下条件(∀λ>0),称

为规模收益递增:

f(λx1,λx2,…,λxn)>λf(x1,x2,…,xn)
如果一个生产函数满足如下条件(∀λ>0),称

为规模收益递减:

图2-1 杜尔阁的生产函数示意图

Fig.2-1 Schematic
 

diagram
 

of

production
 

function
 

of
 

Duerge

f(λx1,λx2,…,λxn)<f(x1,x2,…,xn)
如果一个生产函数对于某一常数d,满足如下

条件(∀λ>0),称为固定规模收益:

f(λx1,λx2,…,λxn)=df(x1,x2,…,xn)
生产函数主要有3种类型,线性生产函数、指数

生产函数以及固定比例生产函数,我们会在后文中按

照顺序陆续介绍。这些类型最终又都被CES生产函

数所统一,我们将在本文最后一节讨论这个问题。
下面来考虑生产函数的等产量曲线。
所谓等产量曲线(Isoquant),指在技术水平不

变的条件下,生产同一产量的两种生产要素投入量

的不同组合所产生的轨迹。等产量曲线与原点的

距离的远近体现表示产量水平的高低,离原点越远

代表产量越大。
注意:等产量曲线所反映的是实物量关系,属

于本书第5章第4节所涉及过的技术效率问题。
按照投入的生产要素之间相互替代的程度,可

以把等产量曲线划分为三种类型。
当投入生产要素之间存在不完全替代关系,等

产量曲线的形状一般为向原点凸出的曲线。
如果把Q 也算作一维,则成为一个曲面。
当投入生产要素之间完全可以替代,等产量曲

线的形状则是一条直线,可如下图所示:
当投入要素之间完全不能替代,等产量曲线的形状

是一条直角线,此时为固定投入比例生产函数。也

就是说,在每一个产量水平上任何一对要素投入量

之间的比例都是固定的(意味着技术不变)。假定

生产过程中只使用x1 和x2 两种要素,则固定投入
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比例生产函数的通常形式为:Q =Q(x1,x2)=
min(x1/α,x2/β),其中,α

 

和
 

β 通常作为x1 和x2

的生产技术系数,表示生产1单位产品所需要的固

定的x1 和x2 的投入量。

图2-2 不完全替代假定下的等

产量曲线(本图用Excel做成)

Fig.2-2 Equal
 

yield
 

curve
 

under
 

the
 

assumption

of
 

incomplete
 

substitution
    

图2-3 不完全替代假定下的等产量曲面

(本图用R语言做成①)

Fig.2-3 Equal
 

yield
 

surface
 

under
 

the

assumption
 

of
 

incomplete
 

substitution

图2-4 完全替代假定下的等产量曲线②

Fig.2-4 Equal
 

yield
 

curve
 

under
 

the

assumption
 

of
 

complete
 

substitution

图2-5 固定投入比例生产函数的等产量曲线

Fig.2-5 Equal
 

output
 

curve
 

of
 

fixed
 

input

proportion
 

production
 

function
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①

②

采用生产函数是Q =f(x1,x2)=
 x1 +

 x2 ,R语言程序如下:

x1<-seq(0,10,length=70)

x2<-x1
k<-outer(x1,x2,function(x1,x2) x1̂0.5+x2̂0.5)

lattice::wireframe(k,zlab="Q=k",xlab="x1",ylab="x2",col=2,lty=1,lwd=1,drape=T)
此图是用R语言作的,程序如下:

par(xaxs="i",yaxs="i")

x1<-seq(0,5)

x2<-x1
f<-outer(x1,x2,function(x1,x2) 3*x1+2*x2)

contour(x1,x2,f,nlevels=5,col=2,lty=1,lwd=3,xlab="x1",ylab="x2")



对于固定投入比例生产函数来说,当生产要素都增

加λ倍时,

Q(λx1,λx2)=min
λx1

α
,λx2

β  
=λmin

x1

α
,x2

β  =λQ(x1,x2)

所以固定投入比例生产函数是规模报酬不变的。
设可微生产函数为:Q=f(x1,x2,…,xn),对

其取全微分,在同一条等产量线上有:

dQ=∑
n

i=1

∂f
∂xi

dxi=0

2 齐次生产函数

如果生产函数 Q = f(x1,x2,…,xn)满足:

f(λx1,λx2,…,λxn)=λsf(x1,x2,…,xn),(其中

λ>0),则该生产函数被称为λ阶齐次生产函数。
当s=1时,Q=f(x1,x2,…,xn)

 

被称为规模

收益不变的生产函数(规模收益不变的生产函数意

味着当投入扩大λ 倍的时候,产出也相应地扩大λ
倍);当λ>1,s>1时,则被称为规模收益递增生

产函数;当λ>1,s<1时,则为规模收益递减生产

函数。s被称为齐次度(degree
 

of
 

homogeneity)。齐

次度s的生产函数被称为s次齐次生产函数。
齐次生产函数是一种很特殊的生产函数,具有

很多特点。特别是,规模收益不变的齐次生产函数

满足欧拉定理(Eulers
 

Theorem),其含义是:在完

全竞争条件下,假设长期中规模收益不变,则全部

产品正好足够分配给各种生产要素。所以此定理

也被称为“产品分配净尽定理”(英语一般使用:Eul-
er’s

 

Theorem
 

of
 

Distribution)。其数学含义是,对
于任意1次齐次生产函数q=f(x,y),有

∂q
∂xx+

∂q
∂yy=q

我们以两个变量x,y 的1次齐次生产函数为

例来说明欧拉定理[9]。假设x 表示资本,y 表示资

本劳动,则∂f
∂x

意味着资本的边际产品,而∂f
∂y

是劳

动的边际产品。
因为对于任意生产函数q=f(x,y),x=x(t),

y=y(t),按照全微分的规则有

dq
dt=

∂f
∂x
·dx
dt+

∂f
∂y
·dy
dt

于是欧拉定理可以按照这种方法证明,在许多

西方经济学教科书中都有,其中一个简易证明是:

假定存在一个1次齐次生产函数q=f(x,y),令

k=y
x
,则q

x=f1,yx  =f(1,k)=g(k),从而q=

xg(k),接着分别对x 和y 求偏导数,注意dk
dx =

-y
x2
,dk
dy=

1
x
,可得:

∂q
∂x=g(k)+x·dgdk

·dk
dx

=g(k)+x·dgdk
· -y

x2  
=g(k)-

dg
dky

∂Q
∂y =x·dgdk

·dk
dy=x·dgdk

· 1
x  =dg

dk
对上述两式求和可得:

∂q
∂xx+

∂q
∂yy=x(g(k)-

dg
dky

)+
dg
dky

=xg(k)=q
∂f
∂xx+

∂f
∂yy=q表明,总产品q 正好等于总量

(资本的边际产品乘以资本的数量)加上相应的资

本总量(劳动的边际产品乘以劳动力的数量)

一般意义下的欧拉定理这样考虑的:对于任意

齐次度s的生产函数即s次一般齐次生产函数q=
f(x1,x2,…,xn)来说,也就是在f(λx1,λx2,…,

λxn)=λsf(x1,x2,…,xn)(其中λ >0)的条件

下,有①

sf(x1,x2,…,xn)=∑
n

i=1
xi
∂f
∂xi

其证明如下。因为

f(λx1,λx2,…,λxn)=λsf(x1,x2,…,xn)

令x=(x1,x2,…,xn),f(x)=f(x1,x2,…,

xn),F(x)=f(λx1,λx2,…,λxn),Xi=λxi 对等

式两端的λ 求偏导数得:
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① 如果采用劈形算子 �,则此公式可以简记为

sf(x)=x·�f(x)



∑
n

i=1

∂F
∂Xi

·dXi

dλ =sλs-1f(x)

注意:dXi

dλ =
d(λxi)

dλ =xi ,
∂F
∂Xi

=
λs

λ
·∂f
∂xi

,因

此有

∑
n

i=1
xi·

∂f
∂xi

=sλs-1f(x)

取λ=1,或者取极限令λ→0,则得到所需要证

明的结果。
例题:q=f(x,y)=x5y2 为7次齐次生产

函数。
因为

∂q
∂x=5x4y2 ∂q∂y=2x5y

所以有

∂q
∂xx+

∂q
∂yy=5x4y2·x+2x5y·y

=7x5y2=7q
即满足欧拉定理。

3 线性的马克思生产函数

通常,都把c+v+m=w 称为马克思的价值等

式,这种说法并没有问题,因为马克思用数字来表

述的这种关系,比比皆是,尤其在《资本论》第二卷

当中。不过,恐怕很少会有人知道,在《资本论》中,
并不存在用字母写成的等式c+v+m=w 。用字

母写成的此等式左端部分的c+v+m 第一次出现

在《资本论》第一卷中[10],马克思的用法是“它的价

值=c+v+m”。请注意这种用法,因为式c+v+m
的部分在等式的右端。

在《资本论》第三卷中才第一次出现了

W =c+v+m (3-1)
这种表述方式[11],但却不是c+v+m=w ,两者的

含义是不同的。c+v+m=w 只是一个等式,而(2-
1)则是一种典型的生产函数的表述方式,而且是一

种齐次的二元线性生产函数(Linear
 

Production
 

Function)。马克思有时为了分析的方便,也曾假定

不变资本部分等于零。于是,预付资本就从c+v简

化为v,产品价值c+v+m就简化为价值产品v+
m [12]。这时,马克思生产函数就简化为

W =c+v+m (3-2)

线性生产函数是生产函数的一种形式,通过线

性关系描述了投入和产出之间的线性关系①。最简

单的一元线性生产函数只有一种投入,可以表示

为:f(x)=ax ,它显示了一种比例关系,其图形是

一条通过原点的直线。如果投入x 表示劳动,则a
意味着劳动生产率,可表述为:

f(x)=ax+b
而一般的多元线性生产函数可表述为:

f(x1,x2,…,xn)=∑
n

i=1
aixi+b

当常数项b=0的时候则为齐次线性生产函数。

此时,由于

f(λx1,λx2,…,λxn)=∑
n

i=1
λaixi=λ∑

n

i=1
xiai

=λf(x1,x2,…,xn)

所以,齐次线性生产函数是规模收益不变的。

为了分析的方便,我们来考虑两个变量的线性

齐次生产函数q=f(x,y),对于任意λ >0,有

λq=f(λx,λy)。
令λq=Q ,λq=Q=F(X,Y)=λf(λx,λy),

λx=X(λ)=X ,λy=Y(λ)=Y ,

dQ
dλ =

∂F
∂X
·dX
dλ +

∂F
∂Y
·dY
dλ

注意:dQ
dλ=q,

dX
dλ=x,dYdλ=y,

∂F
∂X=

∂λf
∂λx=

∂f
∂x
,∂F
∂Y =

∂λf
∂λy=

∂f
∂y
,所以有

q=
dQ
dλ =

∂F
∂X
·dX
dλ +

∂F
∂Y
·dY
dλ

=
∂F
∂Xx+

∂F
∂Yy=

∂f
∂xx+

∂f
∂yy

全部产品恰好足够分配给两种生产要素(即x
和y)。

如果令剩余价值率为e,(3-1)可以改写成

W =W(c,v)=c+(1+e)v (3-3)
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① 不过,需要注意的是,马克思生产函数与一般生产函数有一个区别:马克思的生产函数表示为价值量(W ,其计量单位是劳

动时间或货币单位)而不是一般生产函数所采用的使用价值(效用)量下的总产出(Q,其计量单位是实物单位:吨或者公尺

等)。当然价值生产函数和使用价值生产函数之间是可以互相转化的。一般说来,Wi =Qiπi ,这里πi 是单位商品价值量。



同样,(3-2)可以改写成

W =W(v)=(1+e)v (3-4)
显然有

W(λc,λv)=λc+(1+e)λv
=λ c+(1+e)v  
=λW(c,v)

或者

W(λv)=(1+e)λv=λW(v)
从这里也可以看出,作为线性生产函数的马克

思生产函数是规模报酬不变的。
下面我们来证明马克思生产函数满足欧拉定理。

为此,分别对公式(3-4)中的c和v求偏导数可得:

∂W
∂c =1 

∂W
∂v =1+e

从而可知:

∂W
∂cc+

∂W
∂vv=c+(1+e)v=W

需要注意的是,c
v

就是资本有机构成。从短期

来看,可以假定资本有机构成不变,则马克思生产

函数等产量线就是属于固定投入比例生产函数那

种直角线。如果以可变资本为横轴,以不变资本为

纵轴,则资本有机构成就是马克思生产函数的扩展

线的斜率。①②

不过,从长期来看,在马克思那里,不变资本和

可变资本是具有可替换性的[13]。因为不变资本和

可变资本之间存在的是不完全替代关系,所以等

产量曲线的形状一般为向原点凸出的曲线。此

时,过扩展线上某一点的切线的斜率就是资本有

机构成。
如果把W 也算作一维,则成为一个曲面(平面)。

图3-1 马克思生产函数的等

产量曲线(本图用R语言做成①)

Fig.3-1 Equaloutput
 

curve
 

of
 

Marxs

production
 

function

图3-2 马克思生产函数的等产量曲面

(本图用R语言做成②)

Fig.3-2 Equaloutput
 

surface
 

of
 

Marx’s

production
 

function
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①

②

采用生产函数是W =W(v,c)=c+2v,R语言程序如下:

par(xaxs="i",yaxs="i")

v<-seq(0,3)

c<-v
f<-outer(v,c,function(v,c) c+2*v)

contour(v,c,f,nlevels=5,col=2,lty=1,lwd=3,xlab="v",ylab="c")
采用生产函数是W =W(v,c)=c+2v,R语言程序如下:

v<-seq(0,5)

c<-x1
f<-outer(v,c,function(v,c) c+2*v)

lattice::wireframe(f,zlab="Q=f",xlab="v",ylab="c",col=2,lty=1,lwd=1,drape=T)



4 马克思生产函数的指数化

日本经济学者大西广通过对柯布-道格拉斯生

产函数(简称C-D
 

生产函数)重新定义,建立起指数

型马克思生产函数。为此,我们先阐述一下柯布-道
格拉斯生产函数。

C-D 生 产 函 数 是 由 Charles
 

Wiggins
 

Cobb
(1875-1949)和Paul

 

Howard
 

Douglas(1892-1976)
在1928年根据统计数据验证而确立的[14](C-D

 

生

产函数)被广泛用于表示两种或多种投入(特别是

资本和劳动)的数量与产出数量之间的技术关系。
其一般表达式为①:

Y(L,K)=ALαKβ

这里:② ③

Y=总产出(1年)

L=劳动投入(1年工作人时)

K=资本投入(机器、设备和建筑物等)

A=全要素生产率

参数α和β分别是资本和劳动的产出弹性,是
由技术确定的常数,相当于总产出对生产中所投入

的劳动或资本水平变化的反应的灵敏度,例如当

α=0.75时,意味着劳动L 的投入每增加1%总产

出将增加0.75%。
由于劳动和资本同时扩大λ倍的时候

Y(λL,λK)=A(λL)α(λK)β =λα+βALαKβ

所以,如果α+β<1,规模收益递减;如果α+

β>1,规模收益递增;如果α+β=1,则规模收益不

变,此时满足欧拉定理②。

图4-1 马克思生产函数的等产量曲面

(本图用R语言做成③)

Fig.4-1 Equal
 

output
 

surface
 

of
 

Marx’s

production
 

function

参数α和β一般采用最小二乘法估出④。柯布

和道格拉斯的最初估值是α=3/4和β=1/4。

从大西(2002)开始阐述了他对马克思劳动价

值论的基本认识,并特别关注了最优资本劳动比率

(资本 有 机 构 成)问 题[15,16]。然 后 从 大 西、山 下

(2002a)开始,对C-D生产函数作了新的解释,发表

了一系列研究成果[17-25],之后在大西(2012)中作了

一个总结。[26]

Y 表示消费资料总产量,L 表示劳动投入量,

s(0≤s≤1)s表示总劳动中用于消费资料生产的

比率,K 表示生产手段投入量,A 表示全要素生产
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①

②

③

④

C-D生产函数也可以扩展为n个变量:

Y(x1,x2,…,xn)=A∏
n

i=1
x

αi
i

由于:

∂Y
∂L =αALα-1Kβ ∂Y∂K =βALαKβ-1

从而可知:

∂Y
∂LL+

∂Y
∂KK =αALα-1Kβ·L+βALαKβ-1·K = (α+β)ALαKβ =Y

采用生产函数是Y =AL0.5K0.5,R语言程序如下:

L=seq(0,10,length=30)

K=L
Y=outer(L,K,function(L,K) L̂0.5*K̂0.5)

lattice::wireframe(Y,zlab="Y",xlab="L",ylab="K",col=2,lty=1,lwd=1,drape=T)

对Y(L,K)=ALαKβ 两边取对数可得:

ln(Y)=ln(A)+αln(L)+βln(K)



率。参数α和β分别是资本和劳动的产出弹性产出

弹性。于是有

Y=AKα(sL)β

令K̇=
dK
dt
,δ(0<δ<1)表示折旧率,B 表示劳动

生产率,则有

K̇ +δK =B(1-s)L

由此他导出了最优资本劳动比率(资本有机构

成)为(下式中ρ是时间偏好率):

K
L  

*

=
Bα

(α+β)δ+βρ

据此,大西(2012)还进一步导出了最优状态下的劳

动投入构成(简单再生产)如下表所示:

表4-1 最优状态下的劳动投入构成(简单再生产)

Table
 

4-1 Composition
 

of
 

labor
 

input
 

in
 

optimal
 

state(simple
 

reproduction)

c v+m

第Ⅰ部类 0 δα
(α+β)δ+βρ  L

第Ⅱ部类 δα
(α+β)δ+βρ  L 1-

δα
(α+β)δ+βρ  L

  注:译自大西(2012)第118页。

接着,大西(2012)还导出了最优状态下的劳动投入构成(扩大再生产)如下表所示。

表4-2 最优状态下的劳动投入构成(扩大再生产)

Table
 

4-2 Composition
 

of
 

labor
 

input
 

in
 

optimal
 

state(expanded
 

reproduction)

c v m 总计

第Ⅰ部类 0 δK
B +sL  (1-s) (1-s) (1-s)L-

δK
B  L

(1-s)L

第Ⅱ部类 δK
B

δK
B +sL  s s (1-s)L-

δK
B  L δK

B +sL

全社会 δK
B

δK
B +sL (1-s)L-

δK
B

δK
B +L

  注:译自大西(2012)第129页。

之后,大西还运用C-D生产函数的分析手法讨

论了资本有机构成的提高与相对人口过剩规律、平
均利润率下降规律以及先富、后富等问题[26-29]。

尽管在大西广的分析结果中不乏饶有兴味之

处,但是因为他是通过强行重新定义C-D生产函数

而建立起的马克思生产函数,令人总有略显牵强的

感觉。与此相比,曾尔曼从马克思的价值等式出发

尝试去沟通与C-D生产函数的关系,就多了一层理

论上 必 要 的 衔 接 手 续。曾 尔 曼 通 过 定 义 p' =
M

C+V
,P'=

Q
C+V=1+p',β=

C
C+V

之后,提出

C-D生产函数化之后的马克思的生产函数为[30]

W =BCβV1-β

不过该公式的脉络并不够清晰①。不过,从公

式(3-3)出发,令c=ln(C),v=ln(V),W=ln(w),

可得

ln(w)=W =W(c,v)=c+(1+e)v
=ln(C)+(1+e)ln(V)

(4-1)

于是有

w=CV1+e (4-2)
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① 且不管B 的含义,我们对该公式两端取自然对数可得

ln(W)=ln(BCβV1-β)=ln(B)+βln(C)+(1-β)ln(V)

βln(C)+(1-β)ln(V)的部分无法与C+V 建立联系,按照曾尔曼的符号,除非

C+V+M = (1+p')(C+V)=P'(C+V)=P' βC+(1-β)V  
但是这是不能成立的,因为C+V ≠βC+(1-β)V 。



这样,我们倒是勉强可把线性的马克思生产函

数比较合理地化为C-D型生产函数。不过,如何解

释c=ln(C)与v=ln(V)的经济学含义是一个问

题,且放在这里“备案存查”吧。

5 从特殊到一般的生产函数

在上一节我们讨论了马克思生产函数的指数

化问题,其间的关联性似乎有些牵强。其实线性的

马克思生产函数与C-D生产函数还存在另一种必

然联系,为了说明这一问题,需要从“此山中”中跳

出来,站在更高的层次上回头俯视。
近年,生产函数从特殊到一般的研究取得了长

足的进步。
生产函数的第一次一般化是由于 CES(Con-

stant
 

Elasticity
 

of
 

Substitution)函数的出现,该函

数最早是由曾经作过Leontief的研究助理的索罗

(Robert
 

Merton
 

Solow,1924-)提出来的。索罗

(1956)提出了一个两个生产要素的 CES生产函

数[31],然后在1961年被四位经济学家(后来被简称

为ACMS),即阿罗(Kenneth
 

Joseph
 

Arrow,1921-
2017)、钱 纳 里(Hollis

 

Burnley
 

Chenery,1918-
1994)、明哈斯(Bagicha

 

Singh
 

Minhas,1922—2005)
加上索洛自己所推广[32]。

两个生产要素的CES生产函数可如下所示:

Q=F δ1Kρ +δ2Lρ  
s
ρ (5-1)

式中,Q 表示产量,F 表示要素生产率,δi 表

示比例参数(一般δ1+δ2=1),K,L 表示生产要素

(资 本 与 劳 力)的 投 入 量,ρ 表 示 替 代 参 数

ρ=
σ-1
σ  ,σ表示替代弹性(σ=

1
1+ρ

),v 表示

生产函数的同质化程度v=1(恒定的规模回报),s<
1(规模收益递减),v>1(规模报酬递增)。

当ρ=1时Q 为线性的或者完全替代生产函

数,可以证明,当ρ趋向于0时Q 为柯布-道格拉斯

生产函数;而ρ趋向于负无穷大时则Q 为Leontief
生产函数(即固定投入比例生产函数)。

当F=1,δ1=1,δ2=1+e,ρ=1,且s=1的

时候,两个生产要素的CES生产函数可以化为

Q=K +(1+e)L
令K=c,L=v,Q=W ,我们就得到了马克思生产

函数W =c+(1+e)v。

而当F=A ,比例参数δ1=α,δ2=β,替代参数

ρ趋于0,生产函数的同质化程度s=1的时候,两个

生产要素的CES生产函数(5-1)趋于C-D生产函

数,即有[33]

lim
ρ→0

Q=lim
ρ→0

A αKρ +βLρ  
1
ρ =AKαLβ

在这里我们看到,马克思生产函数和C-D生产函数

都可以一般化到CES生产函数(5-1)。可以考虑把

马克思生产函数一般化为如下CES生产函数形式:

Q=F cρ +(1+e)vρ  
s
ρ (5-2)

而Leontief生产函数(固定投入比例生产函数)

本来与马克思生产函数就是兼容的,在某种意义下

或者在某些方面,可以理解为马克思生产函数的具

体化。现在我们看到,Leontief生产函数也属于

CES生产函数的特例,这样可以进一步认识两者之

间的联系①。

生产函数的第二次一般化是由于 VES(Varia-

ble
 

Elasticity
 

0f
 

Substitution)生产函数的出现,根

据Constantin
 

Chilarescu(2021)的考证[34],该函数

最早是由Liu和Hildebrand(1965)提出[35],之后有

Lu(1967)的贡献[36],Sato和 Hoffman(1968)[37]以

及
 

Revankar(1971)[37]做了进一步的开发。

CES(Constant
 

Elasticity
 

of
 

Substitution)的含

义是不变替代弹性,VES生产函数的出发点则在于

取消这一假定,VES(Variable
 

Elasticity
 

of
 

Substi-

tution)的含义是可变替代弹性。

在Sato和Hoffman(1968)中,假定σ=σ(t)=
a+b·t,便得到

Y=B(λL
σ(t)-1
σ(t) +(1-λ)K

σ(t)-1
σ(t))

σ(t)
σ(t)-1 (5-3)

与 前 述 CES 生 产 函 数 (5-1)即 Q = F
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① 注意,马克思线性生产函数与纵向的Leontief生产函数(固定投入比例生产函数)的联系主要在于:

ci =∑
n

j=1
cij(i=1,2,…,n)

这其意味着对马克思生产函数中可变资本部分的分解,或者可以理解为马克思生产函数中的可变资本ci 是对cij 求和的结果。



δ1Kρ +δ2Lρ  
s
ρ 相比,显然其中的联系主要在于在

(5-3)中,δ1=λ,δ2=1-λ,s=1,还有需要注意的

是, σ(t)
σ(t)-1

源于前面定义过的ρ=
σ-1
σ

。由此可

知,当b=0时,则σ=σ(t)=a 退化为不变替代弹

性,从而(5-3)退化为(5-1),即 VES生产函数退化

为CES生产函数。
在Revankar(1971)中则进一步假定:σ=a+

b·K
L
,于是得到

 

Z=Aexp∫ 1

k+c k
a+bk  

1
a

·dk (5-4)

式中,Z=
Y
L
,k=

K
L
,由此可以推出,当b=0时,(5-

4)退化为(5-1);当b=0,a=1时,(5-4)退化为C-D

型生产函数;当b=0,a=
1
2

时,(5-4)退化为C-D

型生产函数①。

由于k=
K
L

可以理解为资本有机构成,所以可

以考虑把马克思生产函数进一步一般化为VES生

产函数,即公式(5-4)的形式。这些工作,有待于进

一步的开发,本文在这里先提起一个话头,希望能

起到抛砖引玉的作用。

利益冲突:作者声明无利益冲突。
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of
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697-0016,Japan)

Abstract:The
 

topics
 

presented
 

in
 

this
 

paper
 

are
 

all
 

new
 

attempts
 

to
 

some
 

extent,and
 

so
 

far,although
 

there
 

is
 

some
 

kind
 

of
 

attempts
 

to
 

reinterpret
 

Marxs
 

economic
 

theory
 

by
 

using
 

the
 

Cobb-Douglas
 

production
 

function,there
 

are
 

few
 

systematic
 

studies
 

of
 

Marxist
 

economics
 

from
 

the
 

point
 

of
 

view
 

of
 

the
 

production
 

function.This
 

paper
 

reveals
 

clear
 

evidence
 

that
 

Marx
 

had
 

the
 

idea
 

of
 

the
 

production
 

function
 

in
 

Capital
 

and
 

emphasizes
 

that
 

there
 

is
 

no
 

such
 

formulation
 

in
 

Capital
 

as
 

the
 

so-called
 

Marxian
 

value
 

equation
 

c+v+m=
w,written

 

in
 

letters,but
 

that
 

the
 

formula
 

W=c+v+m,which
 

appears
 

for
 

the
 

first
 

time
 

in
 

Volume
 

III
 

of
 

Capital,belongs
 

to
 

the
 

typical
 

format
 

of
 

a
 

linear
 

production
 

function.From
 

this
 

it
 

can
 

also
 

be
 

recognized
 

that
 

the
 

vertical
 

Leontief
 

production
 

function
 

actually
 

stems
 

from
 

the
 

decomposition
 

of
 

the
 

variable
 

capital
 

part
 

of
 

Marxs
 

production
 

function.In
 

terms
 

of
 

research
 

methodology,this
 

paper,based
 

on
 

a
 

multi-party
 

series
 

of
 

research
 

results
 

obtained
 

from
 

the
 

study
 

of
 

production
 

functions
 

from
 

the
 

special
 

to
 

the
 

general,

after
 

clarifying
 

that
 

the
 

basic
 

characteristic
 

of
 

Marxs
 

production
 

function
 

is
 

a
 

linear
 

production
 

function,it
 

achieves
 

generalization
 

by
 

expanding
 

it
 

into
 

the
 

form
 

of
 

the
 

CES
 

production
 

function,thus
 

clarifying
 

the
 

in-
trinsic

 

connection
 

between
 

Marxs
 

linear
 

production
 

function
 

and
 

other
 

forms
 

of
 

production
 

functions.The
 

significance
 

of
 

this
 

paper
 

lies
 

mainly
 

in
 

the
 

fact
 

that
 

by
 

exploring
 

and
 

analyzing
 

Marxs
 

idea
 

of
 

the
 

produc-
tion

 

thought,we
 

can
 

deepen
 

our
 

understanding
 

of
 

Marxs
 

economic
 

theory,especially
 

by
 

further
 

expanding
 

the
 

model
 

of
 

economic
 

growth
 

derived
 

from
 

the
 

reproduction
 

schema,and
 

be
 

conducive
 

to
 

comparative
 

ana-
lyses

 

with
 

the
 

economic
 

theories
 

of
 

other
 

schools
 

of
 

thought.
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production
 

function;linear
 

homogene-
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function;Eulers
 

theorem
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