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摘要:在随机库存管理研究中,当发生缺货时,管理者可通过延期交付的方式满足愿意等待的顾客

需求,但现有研究较少考虑退货行为对订货策略的影响。事实上,大量的退货能够显著影响库存

水平。本文针对有退货情形的库存系统,综合考虑顾客的退货行为以及缺货时顾客耐心的随机

性,证明了在零交货期条件下,基本库存策略为最优策略,并给出其解析解。有趣的是,最优库存

水平可能为负值。
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1 引言

随着我国零售渠道的快速扩张,商品退货已逐

渐演变为供应链运营中的常态性环节。国家统计

局数据显示[1],2025年1—11月份全国网上零售额

达14.46万亿元,同比增长9.1%,其中实物商品网

上零售额11.82万亿元,占社会消费品零售总额比

重约25.9%,线上渠道在居民消费中的重要性持续

提升。在此背景下,退货政策的制度化也进一步强

化了退货的普遍性,以国家市场监管总局发布的

《网络购买商品七日无理由退货暂行办法》为例[2],
线上交易退货具备了明确依据,这使得退货在消费

者决策与平台运营中更加常见。与此同时,退货率

在部分品类中呈现出显著的高位特征。以服饰类

商品销售情况为例,根据网经社电子商务研究中心

数据[3],电商服饰领域退货率长期居高不下,女装退

货率可达50%~60%,直播带货情境下甚至出现

80%及以上的极端退货现象。大量且波动的退货

不仅抬升了逆向物流与再处理成本,也将改变有效

需求与库存动态,从而对库存控制策略提出更高要

求。因此,如何在高退货常态下制定行之有效的订

货策略,已成为亟待解决的重要问题。

零交货期的周期性盘点系统作为供应链管理

中的基础模型,其最优策略的求解始终是学术研究

的重点问题。自 Harris[4]提出经典经济订货 量

(Economic
 

Order
 

Quantity,简写为 EOQ)模型以

来,随机库存系统的研究在Arrow与Dvoretzky[5,6]

等学者的推动下,逐渐建立起以动态规划为核心的

理论框架。Karlin与Zipkin[7,8]进一步证明,在延期

交付和需求损失模型中,基本库存策略具有最优

性。随后,研究者围绕该策略展开系统性分析:

Janakiraman与Roundy[9]指出基本库存策略下长

期平均成本对库 存 水 平 呈 凸 性;Janakiraman等

人[10]对基本库存策略下完全积压系统与完全损失

系统的成本进行了对比分析。然而,上述研究普遍

基于顾客对缺货行为反应为确定性的假设,即需求
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要么完全延期交付,要么完全流失,未能刻画现实

中顾客耐心程度的随机性。实际上,顾客行为往往

介于这两种极端情形之间:部分顾客愿意等待下一

周期交付,而其余顾客则选择放弃等待并取消订

单[11]。在考虑顾客随机耐心的部分延期交付库存

系统中,相关研究仍较为有限,其中
 

Andrew
 

等

人[12]在零交货期条件下引入顾客随机耐心行为,并
给出其最优策略的解析解。

此外,考虑到退货现象在供应链管理实践中普

遍存在
 [13],大量研究从不同角度探讨了退货因素对

库存 决 策 及 供 应 链 利 润 的 影 响。Gokbayrak
 

和

Kayis[14]假设某一周期的退货量依赖于前一周期的

销售数量,并给出相应的最优策略;Braz
 

等人[15]分

析了闭环供应链中长鞭效应的成因与缓解因素,指
出高退货率有助于缓解长鞭效应;Narang

 

和Shan-

kar[16]采用双重差分法研究了购物应用程序的使用

对退货量产生的影响。尽管上述文献从不同层面

揭示了退货的形成机制及其影响,但相关研究多聚

焦于退货行为本身,而没有人对顾客的随机耐心与

退货行为共同纳入考虑。同时,现有文献通常仅从

定性层面探讨退货因素对库存水平的影响,本文则

在此基础上,给出了最优订货量的显式解析解。
本文构建并分析了一个同时考虑顾客耐心随

机性与退货行为的库存模型,允许顾客在面临库存

短缺时表现出不同的等待态度,并且将退货行为纳

入考虑。值得注意的是,本模型允许退货数量大于

需求数量。假设退货经简单处理后可以重新销售,
本文得到了最优库存水平的显示解。有趣的是,这
个最优解满足的方程与 Andrew等人[12]给出的无

退货情形下的最优策略形式上是一致的。不同的

是,无退货情形下的最优库存水平始终为正,而考

虑退货因素后,最优库存水平s则可能取负值。这

体现了当退货能够在概率意义上大量补充库存时,
允许库存水平为负值是一种理性的最优选择。这

一结果为实际供应链管理中处理大量退货与顾客

随机耐心的策略制定提供了理论依据。

2 模型与假设

我们考虑一个周期性盘点的单产品类型的库存

系统。设Ii 为第i个周期初决策者所持有的库存。

Di 为第i期的需求,其均值为d,假定{Di:i≥1}为
独立同分布的离散型非负随机变量序列。定义Ri

为第i期被退回的商品数,其均值为r。当发生退货

时,原销售交易所取得的销售收入需全额退还。假设

所有退回的商品经简单处理后均可重新出售。本文

不考虑因退货产生的附加成本(如退货运费、检测翻

新费用、二次销售折价损失以及客户服务成本等)。
考虑到品牌官方专卖店的运营特点,消费者可

以将从任何授权渠道购买的同品牌产品退回至该

店,故假设{Ri:i≥1}为独立同分布的离散型非负

整数值随机变量序列,且与{Di:i≥1}相互独立。
本文仅考虑订货即时交付的情形,即订货交货

期为
 

0。设第i周期的订货量为Qi。在本文中,订
货量Qi 是每周期唯一的决策变量,其他系统参数

均为预先给定的常量或随机变量。
记Ui 为本周期因库存不足而未被满足的需求

量。在每周期末,系统将评估所有未被满足的需

求,每个未被满足的需求会以概率p 等待下一周期

交付,或以概率(1-p)选择放弃等待。当0<p<1
 

时,称此情形为P 系统。特别地,当p=1时,所有

未满足的需求均延期交付,我们称之为B 系统;当

p=0时,所有未满足的需求均放弃等待,我们称之

为L 系统。
为刻画上述特征,我们引入伯努利随机变量序

列{ξi;l:i∈N+,l≥1}。其中,当第i周期第l个未

被满足的需求有耐心等待延期交付时,ξi;l=1,否则

ξi;l=0。由定义可知ξi;l 的期望为p。由此,第i周

期为满足的需求量为

Ui=(Bi-1+Di-Ii-Qi-Ri)+ (2-1)

记Bi=∑
Ui
l=1ξi;l=ξi;[1,Ui]

,Li=Ui-ξi;[1,Ui]
。

Bi 表示第i个周期未满足且继续等待的需求数量,

Li 表示第i个周期未满足且最终放弃等待的需求

数量。默认地,B0=L0=0。特别地,在B 系统中,

Bi=Ui,Li=0;在L 系统中,Bi=0,Li=Ui。假定

{ξi;l:i∈N+,l≥1}与{Ri:i≥1}、{Di:i≥1}相互

独立。
下面,我们按步骤给出库存系统的状态更新

过程:
(S1)在第i周期初,决策者可以观测到当前库

存Ii,以及从上一周期未满足且继续等待的需求数
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量Bi-1。此时,定义第i期的净库存

Ni=Ii-Bi-1 (2-2)
注意到Ii·Bi-1=0。这是因为,如果当前周

期存在现有库存,即Ii>0,这意味着上一周期的需

求已全部满足,不会有遗留的未完成的订单,即

Bi-1=0。
(S2)第i周期开始后,决策者根据Ii 和Bi-1,

确定本周期的订购数量Qi。
(S3)利用现有库存Ii、本周期的订货量Qi 和被

退回的商品数量Ri,来满足当期需求Di 和上一周期

未满足且继续等待的需求Bi-1。因此,本周期的实

际销售量由本周期的可用供给量(Ii+Qi+Ri)和总

需求量(Bi-1+Di)中的较小值决定,即(Ii+Qi+
Ri)∧(Bi-1+Di),且

Ii+1=(Ii+Qi+Ri-Bi-1-Di)+ (2-3)
当可用供给量(Ii+Qi+Ri)大于或等于总需

求量(Bi-1+Di)时,意味着当期的需求不仅能全部

交付,还可能会产生剩余库存。这部分剩余库存将结

转至下一周期继续使用,并产生相应的库存持有成

本。本周期末的剩余库存,即下一周期初的现有库

存Ii+1=(Ii+Qi+Ri-Bi-1-Di)+ =Ii+Qi+
Ri-Bi-1-Di。由于本周期没有未交付的需求,所

以Ui=(Bi-1+Di-Ii-Qi-Ri)+=0。
当可用供给量(Ii+Qi+Ri)小于总需求量

(Bi-1+Di)时,本周期会出现需求无法完全交付的

情况,未交付的需求Ui=(Bi-1+Di-Ii-Qi-

Ri)+=Bi-1+Di-Ii-Qi-Ri。本周期的剩余库

存,即下一周期期初的现有库存Ii+1=(Ii+Qi+

Ri-Bi-1-Di)+=0。
(S4)在第i周期末,如果存在未交付的需求,则

每个未交付的需求ξi;l(其中l=1,2,…,Ui)会以概

率p 等待下一周期交付,或以概率(1-p)放弃等

待,取消订单。于是,周期未满足且继续等待的需

求数量

Bi=∑
Ui

l=1
ξi;l =ξi;[1,Ui]

(2-4)

默认地,Ui=0意味着Bi=0。
(S5)在第(i+1)周期初,决策者可以观测到本

周期未满足且继续等待的需求数量Bi,以及其目前

所持有的库存

Ii+1 =(Ii+Qi+Ri-Bi-1-Di)+

=(Ni+Qi+Ri-Di)+ (2-5)
这是由上周期末的剩余库存结转而来的。进

一步地,第(i+1)期的净库存为

Ni+1=Ii+1-Bi

=(Ni+Qi+Ri-Di)+-ξi;[1,Ui]

=(Ni+Qi+Ri-Di)+

-ξi;[1,(Di-Ni-Qi-Ri)+]

基于上述状态,系统在第(i+1)个周期继续按

上述规则更新。

图1 库存流转示意图

Fig.1 Inventory
 

flow
 

diagram

  定义Xi=(Ii,Bi-1)第i周期的状态,这是一

个二维非负整数型随机变量。其中,第一个分量是

第i周期初的现有库存Ii,第二个分量是第i-1周

期延至第i期交付的需求Bi-1。特别地,初始状态
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X1=(I1,B0)。在第i期,决策者根据本周期的状态

Xi,即当前现有的库存Ii 和上一周期未满足且继续

等待的需求Bi-1,决定本周期的订购数量Qi。我们

将整个时间序列上的订购决策序列(Q1,Q2,…)记为

π,称之为订购策略。所有订购策略π 组成的集合

记为A。
根据上述库存系统的动态描述,第i 期状态

Xi=(Ii,Bi-1)完整地涵盖了前i-1期所有库存

变动的累积效应,即系统状态序列{Xi:i≥1}是一

个马尔可夫链,它的状态空间为 Xi={(Ii,Bi-1):

Ii·Bi-1=0}⊆ 2。

又注意到Ii 和Bi-1 均为非负整数,根据定义

(2-2)及

Ii·Bi-1=0 (2-6)
可得

(Ni)+=(Ii-Bi-1)+=Ii (2-7)

(Ni)-=(Ii-Bi-1)-=Bi-1 (2-8)

即状态空间可以用 Ni 来完全表示。进一步

地,状态空间从 2缩减为 。
在每个运营周期内,系统的利润由产品销售收

入扣除销售退款和库存持有成本构成。定义u 为

单位产品的销售价格,h 为单位产品的持有成本。
在策略π∈ 下,第i期的实际销售量为(Ii+Qi+
Ri)∧(Bi-1+Di),第i期接收的退货量为Ri,期末

结转库存量为Ii+1=(Ii+Qi+Ri-Bi-1-Di)+。

因此,在给定Ni 的条件下,第i期的期望利润为:
π
i(Ni)= Ni[u·(Ii+Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)-

u·Ri-h·(Ii+Qi+Ri-

Bi-1-Di)+]

令初始状态N1=x,策略π 下的长期平均利润

表示如下

π(u,h;x)=liminf
k-∞

1
k

 ∑
k

i=1

π
i(Ni)N1=x  

本文旨在求解最优库存策略π*∈A,使系统长

期平均利润最大化。

3 交货期为零时P 系统的最优策略

首先介绍基本库存策略的概念。
具有水平为s的基本库存策略是一种经典的库

存控制策略,它的执行机制如下:在每一周期,决策

者通过计算目标水平
 

s
 

与当前净库存Ns
i 的差来决

定补货量,当且仅当差额为正时进行补货。在这一

策略 下,每 期 订 购 数 量 Qs
i 的 表 达 式 为 Qs

i =
(s-Ns

i)+。基本库存策略的核心思想是通过动态

调整订购量,将系统的净库存 Ns
i 维持在一个预设

的固定水平s。

Zipkin[5]已经证明,当交货期为0时,基本库存

策略对于L 系统和B 系统都是最优的。下面证明

P 系统也有类似的结论。
引理3.1 P 系统在策略π=(Q1,Q2,…)下的

状态更新过程可以由以下递推方程描述:

Ni= Ni-1 +Qi-1 +Ri-1 -Di-1 + (Ui-1 -

ξi-1;[1,Ui-1]
)其中N1 是初始状态。

证明 对于i≥2,分两种情况进行讨论。

Ⅰ.当Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1≤0时,

(Di-1-Ni-1-Qi-1-Ri-1)+=
Di-1-Ni-1-Qi-1-Ri-1 (3-1)

且由(2-5)式可得

Ii=0 (3-2)
由式(2-1)及式(2-2)可得

 Ui-1=(Bi-2+Di-1-Ii-1-Qi-1-Ri-1)+

=(Di-1-Ni-1-Qi-1-Ri-1)+ (3-3)
所以

Ni=Ii-Bi-1=-Bi-1(由(2-1)式和(3-2)式
可得)

=(Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1)+(Di-1-
Ni-1-Qi-1-Ri-1)-Bi-1

=Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1+
(Di-1-Ni-1-Qi-1-Ri-1)+-Bi-1

(由(3-2)式可得)

=Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1+
(Ui-1-ξi-1;[1,Ui-1]

)
(由(3-3)式和(2-4)式可得)

Ⅱ.当Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1>0时,由式

(2-1)及式(2-2)可得

Ui-1=(Di-1-Ni-1-Qi-1-Ri-1)+=0
进一步地,由式(2-4),有Bi-1=0,从而 Ni=

Ii-Bi-1=Ii≥0
所以

Ni=Ii = (Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1)+ (由
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(2-5)式可得)

=Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1

=Ni-1+Qi-1+Ri-1-Di-1+
Ui-1-Bi-1

综合Ⅰ,Ⅱ两种情况,引理得证。
我们将使用消失折扣方法来求解长期平均利

润方程的最优策略π*。为此,考虑最优策略π*下

具有折扣因子α的长期平均利润方程:

α(u,h;x)=max
π∈

 ∑
∞

i=1
αi-1 π

i(Ni)N1=x  

=max
π∈

  ∑
 

i=1
αi-1 Ni

[u·(Ii+Qi+Ri)

∧ (Bi-1+Di)-u·Ri-h·
(Ii+Qi+Ri-Bi-1-Di)+]

N1=x (3-4)

引理3.2 最优策略π* 下具有折扣因子α 的

长期平均利润方程可以有如下表示形式:

α(u,h;x)=max
π∈

  ∑
∞

i=1
αi-1[ Ni

(u·[(Qi+Ri)∧

(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di]-
u·Ri-h·(Ni+Qi+Ri-

Di)+)]N1=x (3-5)

证明 由(2-2)式可知 Ni=Ii-Bi-1。进一步

对比(3-4)式和(3-5)式的差异,可以发现,要证原命

题只需证明下式成立

   (Ii+Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)

    =(Qi+Ri)∧(Ni)-+
(Ni+Qi+Ri)+∧Di

分两种情况进行讨论。

Ⅰ.当Bi-1=0时,由(2-2)式可得

(Qi+Ri)∧(Ni)-=(Qi+Ri)∧(Ii)-

 =(Qi+Ri)∧0=0 (3-6)

Ni=Ii-Bi-1=Ii≥0 (3-7)
于是

(Ii+Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)

 =(Ii+Qi+Ri)∧Di

 =0+(Ii+Qi+Ri)+∧Di

 =(Qi+Ri)∧(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di

最后一个等号由(3-6)、(3-7)可得。

Ⅱ.当Bi-1>0时,由(2-6)式可得Ii=0。于

是(Ii+Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)=(Qi+Ri)∧
(Bi-1+Di),也就是要证明(Qi+Ri)∧(Bi-1+

Di)=(Qi+Ri)∧(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di。
当Qi+Ri<Bi-1 时,

(Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)=Qi+Ri=Qi+Ri+0∧Di

=(Qi+Ri)∧Bi-1+(Qi+Ri-Bi-1)+∧Di

=(Qi+Ri)∧ (Ni)- + (Qi+Ri+Ii-

Bi-1)+∧Di(由(2-8)式及Ii=0可得)

=(Qi+Ri)∧(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di

(由(2-2)式可得)
当Qi+Ri≥Bi-1 时,进一步分两种子情况

讨论:

Ⅱ.1若Qi+Ri-Bi-1>Di,则有

(Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)=Bi-1+Di

=(Qi+Ri)∧Bi-1+(Qi+Ri-Bi-1)+∧Di

=(Qi+Ri)∧(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di

(与Ⅱ.1的情形同理)

Ⅱ.2
 

若Qi+Ri-Bi-1≤Di,则有

(Qi+Ri)∧(Bi-1+Di)=Qi+Ri

=Bi-1+(Qi+Ri-Bi-1)

=(Qi+Ri)∧Bi-1+(Qi+Ri-Bi-1)+∧Di

=(Qi+Ri)∧(Ni)-+(Ni+Qi+Ri)+∧Di

(与Ⅱ.1的情形同理)
综合Ⅰ,Ⅱ两种情况,原命题得证。
给定x,Q,定义第1周期的单期利润 L(x,

Q)为

L(x,Q)= (u·[(Q+R1)∧x-+
(x+Q+R1)+∧D1]-u·R1-

h·(x+Q+R1-D1)+) (3-8)
回顾式(2-1)、(2-2)、(2-4)、(2-5),我们有

Ni+1=Ii+1-Bi

=(Ni+Qi+Ri-Di)+-ξi;[1,Ui]

=(Ni+Qi+Ri-Di)+

-ξi;[1,(Di-Ni-Qi-Ri)
+]

于是可以给出长期平均利润方程 α(u,h;x)相应的

动态规划方程
α(u,h;x)=sup

Q∈N+
{(x,Q)+α  [α(u,h;

(x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)]} (3-9)

引理3.3 动态规划方程(3-9)式可以等价地
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写为如下形式:
α(u,h;x)-ux-=sup

Q∈N+
{-u· [(x+Q+R1)-]+

 (u·[(x+Q+R1)+∧D1]-
u·R1-h·(x+Q+R1-
D1)+)+au  [((x+Q+R1-
D1)+-ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)

+]
)-]+

α  [α(u,h;(x+Q+R1-
D1)+-ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)

+]
)-

u((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)-]} (3-10)

证明 我们首先证明下式成立

(Q+R1)∧x--x-=-(x+Q+R1)-

由于Q、R1 非负,所以

(Q+R1)≥x-⇔x 非负,或x 是负数且(Q+
R1)≥-x

x-≥(Q+R1)⇔x 为负,且-x≥(Q+R1)
于是有

(Q+R1)∧x--x-

=
x--x-=0 当(Q+R1)≥x-时

Q+R1-x-=x+Q+R1 当x-≥(Q+R1)时 
-(x+Q+R1)-

=

0 当(Q+R1)≥x-时

-[-(x+Q+R1)]

=x+Q+R1 当x-≥(Q+R1)时

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

从而我们证明了

(Q+R1)∧x--x-=-(x+Q+R1)-

于是有

 [(Q+R1)∧x-]-x-= [(Q+R1)∧x--x-]

=- [(x+Q+R1)-]
从而

(x,Q)-ux-= (u·[(Q+R1)∧x-+
(x+Q+R1)+∧D1]-u·R1-
h·(x+Q+R1-D1)+)-
ux-(由(3-8)式可得)

=-u· [(x+Q+R1)-]+
 (u·[(x+Q+R1)+∧D1]-
u·R1-h·(x+Q+R1-

D1)+) (3-11)
α(u,h;x)-ux-=sup

Q∈N+
{(x,Q)+α  [Cα(u,h;

(x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)]}-

ux-(由(3-9)式可得)

=sup
Q∈N+

{-u· [(x+Q+R1)-]+

 (u·[(x+Q+R1)+∧D1]-
u·R1-h·(x+Q+R1-

D1)+)+au  [((x+Q+

R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)-]+

α  [α(u,h;(x+Q+R1-

D1)+-ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)-

u((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-Q-R1)
+]
)-]}

(由(3-11)式可得)
命题得证。
引理3.4 令

α,o(u,h;x)= α(u,h;x)-ux- (3-12)
o(x)=-u· [(x+R1)-]+

 [u·((x+R1)+∧D1)-u·R1-

h(x+R1-D1)++αu·((x+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]
)-] (3-13)

则动态规划方程可以进一步写为
α,o(u,h;x)=sup

y≥x
{o(y)+α  [α,o(u,h;

(y+R1-D1)+-ξ1;[1,(D-y-R)+]
)]}

证明 由 o(x)的定义可得
o(x+Q)=-u· [(x+Q+R1)-]+

 (u·[(x+Q+R1)+∧D1]-

u·R1-h·(x+Q+R1-D1)+)+

au  [((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-]

由 α,o(u,h;x)的定义可得
α,o(u,h;(x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q-R1)
+]
)= α(u,h;(x+Q+R1-

D1)+-ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-

u((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-

从而
α,o(u,h;x)= α(u,h;x)-ux-
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=sup
Q∈N+

{-u· [(x+Q+R1)-]+

 (u·[(x+Q+R1)+∧D1]-

u·R1-h·(x+Q+R1-D1)+)+

au  [((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-]+

α  [α(u,h;(x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-

u((x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)-]}

(由(3-10)式可得)

=sup
Q∈N+

{o(x+Q)+α  [α,o(u,h;

(x+Q+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-R1-x-Q)+]
)]}

令y=x+Q,从而Q∈N+等价于y≥x,则上

式等价于
α,o(u,h;x)=sup

y≥x
{o(y)+

α  [α,o(u,h;(y+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-y-R1)
+]
)]}

我们的目标是求解上述的动态规划方程,即求

解 α,o(u,h;x)的最大值点。为此,我们首先回顾拟

凹函数的定义。
定义 设S 是 n 中的非空凸集,f(x)是定义

在S 上的实值函数。对于∀x,y∈S,λ∈(0,1),若
满足

f(λx+(1-λ)y)≥min{f(x),f(y)}
则称f(x)为拟凹函数。
引理3.5 考虑一元函数的情形,已知f(x)是

定义在区间J 上的拟凹函数,􀱹(x)是定义在区间I
上的单调不减函数,且􀱹(I)⊆J,则h(x)=f(􀱹(x))
是拟凹函数。

证明 因为􀱹(x)是定义在区间I 上的单调不

减函数,所以对于∀x1,x2∈I,λ∈(0,1),有

max{􀱹(x1),􀱹(x2)}≥􀱹(λx1+(1-λ)x2)

≥min{􀱹(x1),􀱹(x2)}
所以,∃μ∈(0,1)使得

􀱹(λx1+(1-λ)x2)=μ􀱹(x1)+(1-μ)􀱹(x2)
因为f(x)是定义在区间J 上的拟凹函数,所

以对于􀱹(x1),􀱹(x2)∈J,μ∈(0,1)有

f(􀱹(λx1+(1-λ)x2))=f(μ􀱹(x1)+

(1-μ)􀱹(x2))

≥min{f(􀱹(x1)),

f(􀱹(x2))}
于是,我们证明了对于∀x1,x2∈I,∈(0,1)

f(􀱹(λx1+(1-λ)x2))≥ min{f (􀱹 (x1)),

f(􀱹(x2))}
即h(x)=f(􀱹(x))是拟凹函数。
引理3.6 对于任意的x∈X,都有

((x+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]
)-

 =ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]

证明 分两种情况进行讨论。
当D1-R1≥x 时,

  ((x+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]
)-

   =(0-ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]
)-

   =ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]

当D1-R1<x 时,

  ((x+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]
)-

   =(x+R1-D1-0)-

   =0=ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]

引理得证。
引理3.7 对于任意的x∈X,都有

 [(x+R1)+∧D1]=d- [(D1-(x+R1)+)+]
证明 同引理3.3开头的证明,容易得到

D1∧(-x-R1)--(-x-R1)-

 =-(D1-x-R1)-

又由a-=(-a)+可得

D1∧(x+R1)+=-(-D1+x+R1)++
(x+R1)+

分两种情况进行讨论。

Ⅰ.当-D1+x+R1≥0时

 [((x+R1)+∧D1)]

 = [-(-D1+x+R1)++(x+R1)+]

 = (D1)=d- [(D1-x-R1)+]

 =d- [(D1-(x+R1)+)+]

Ⅱ.当-D+x+R1<0时,进一步分两种子情

况讨论

若x+R1≤0
 [((x+R1)+∧D1)]= (0∧D1)=0

=d- (D1)
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=d- [(D1-0)+]

=d- [(D1-
(x+R1)+)+]

若x+R1>0
 [((x+R1)+∧D1)]= (x+R1)

=d-d+ (x+R1)

=d- (D1-x-R1)

=d- [(D1-
(x+R1)+)+]

综合Ⅰ,Ⅱ两种情况,原命题得证。
引理3.8 式(3-13)关于x 具有离散凹性,且

最大值点为

x0=argmax
x∈ 

o(x)

=minx∈ : (D1-R1≤x)≥
(1-αp)u
(1-αp)u+h  

证明 由引理3.6,式(3-13)可整理成如下

形式
o(x)=-u  [(x+R1)-]+

 [u·((x+R1)+∧D1)-u·R1-

h·(x+R1-D1)++
αu·ξ1;[1,(D1-R1-x)

+]
]

由二项分布的期望公式可知

 [ξ1;[1,(D1-R1-x)
+]|D1,R1]

 =p·(D1-R1-x)+

进而
o(x)=-u  [(x+R1)-]+

 [u·((x+R1)+∧D1)-u·R1-

h(x+R1-D1)++αpu·
(D1-R1-x)+]

由引理3.7,式(3-13)可进一步整理得
o(x)=-u  [(x+R1)-]+ud-ur+

 [-u(D1-(x+R1)+)+-

h(x+R1-D1)++αpu·
(D1-R1-x)+] (3-14)

定义一阶差分

Δ o(x)= o(x+1)- o(x),x∈ 
令Z=D1-R1,容易证明,对于任意整数t,有

(t+1)--t-=-1{t≤-1} (3-15)

(t-1)+-t+=-1{t≥1} (3-16)

(t+1)+-t+=1{t≥0} (3-17)

其中1{·}为指示函数。
常数项ud-ur 差 分 为0,下 面 分 别 计 算 式

(2-14)中四个含x 部分的差分。
(1)-u  [(x+R1)-]的差分

由(3-15)可得

(x+1+R1)--(x+R1)-=-1{x+R1≤-1}

=-1{R1≤-x-1}
因此

-u  ([(x+1+R1)--(x+R1)-])

 =-u  (-1{R1≤-x-1})=u  (R1≤-x-1)

(3-18)
(2) [u(D1-(x+R1)+)+]的差分

令Φ(x)=(D1-(x+R1)+)+

当R1≤-x-1
 

时,x+R1≤-1且x+1+R1

≤0,故(x+R1)+=(x+1+R1)+=0,于是Φ(x+
1)-Φ(x)=0。

当R1≥-x 时,(x+R1)+=x+R1,(x+1+

R1)+=x+1+R1。

令t=D1-(x+R1),则由(3-16)可得

Φ(x+1)-Φ(x)=(t-1)+-t+=-1{t≥1}
=-1{D1≥x+1+R1}

=-1{R1≥-x,Z≥x+1}
因此

 -u( [Φ(x+1)]- [Φ(x)])

  =u  (R1≥-x,Z≥x+1) (3-19)

(3) [h(x+R1-D1)+]的差分

由(3-17)可 得(x+1-Z)+ -(x-Z)+ =
1{x-Z≥0}=1{Z≥x}
因此

-h( [(x+1-Z)+-(x-Z)+])=-h  (Z≤x)
(3-20)

(4) [αpu(Z-x)+]的差分

由(3-16)可得(Z-(x+1))+ -(Z-x)+ =
-1{Z≥x+1}
因此

 αpu  [(Z-(x+1))+-(Z-x)+]

  =-αpu  (Z≥x+1) (3-21)
由(3-18)-(3-21)相加得到对于任意x∈ ,有

Δ o(x)=u  (R1≤-x-1)+u  (R1≥-x,Z
≥x+1)-h  (Z≤x)-
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αpu  (Z≥x+1) (3-22)
注意到

 (Z ≥x+1)= (D1 ≥x+R1+1)

=∑
 

r=0

 (R1=r) (D1

≥x+r+1)

当
 

r≤-x-1时,x+r+1≤0,由D1≥0
 

可得

 (D1≥x+r+1)=1,于是∑
-x-1

r=0
 (R1=r) (D1

≥x+r+1)= (R1 ≤-x-1)。

当r≥-x 时,∑
∞

-x
 (R1=r) (D1≥x+r+

1)= (R1 ≥-x,D1 ≥x+r+1)。因此

 (Z ≥x+1)=∑
∞

r=0

 (R1=r) (D1≥x+r+1)

=∑
-x-1

r=0

 (R1=r) (D1

≥x+r+1)+∑
∞

-x

 (R1=r) (D1

≥x+r+1)

= (R1 ≤-x-1)+  (R1 ≥-x,

D1 ≥x+R1+1) (3-23)

将(3-23)代入到(3-22)中可得

Δ o(x)=u  (Z≥x+1)-h  (Z≤x)-
αpu  (Z≥x+1)=u(1-αp)
 (Z≥x+1)-h  (Z≤x)

令FZ(x)= (Z≤x),则 (Z≥x+1)=1-FZ

(x)
从而

Δ o(x)=(1-αp)u-[(1-αp)u+h]Fz(x)
(3-24)

定义二阶差分

Δ2 o(x)=Δ o(x+1)-Δ o(x)=-[(1-
αp)u+h][Fz(x+1)-Fz(x)]
注意到

Fz(x+1)-Fz(x)= (Z=x+1)≥0
且(1-αp)u+h≥0,
所以Δ2 o(x)≤0
因此,o(x)具有离散凹性。进一步地,o(x)

的最大值点x0 满足

x0=min{x∈ :Δ o(x)≤0}

将(3-24)代入Δ o(x)≤0得

Fz(x)≥
(1-αp)u
(1-αp)u+h

故 o(x)的最大值点为

x0 =min x∈ : (D1-R1≤x)

≥
(1-αp)u
(1-αp)u+h 

注1 在连续情形下,我们同样能够得到完全

一致的研究结论。
引理3.9 α,o(u,h;x)=supy≥x{o(y)+α  

[α,o(u,h;(y+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-y-R1)
+]
)]}与

o(x)的全局最大值点相同,都是

s*,α=argmax
x∈ 

o(x)

证明 已知
o(x)=-u  [(x+R1)-]+ud-ur+

 [-u(D1-(x+R1)+)+-

h(x+R1-D1)++αpu·

(D1-R1-x)+]
考虑由下式定义的函数序列,对于k≥1,有
α,(k-1)(x)= o(x)+α  [α,(k-1)(u,h;

(x+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-R1)
+]
)],

且 α,(0)(u,h;x)≡0
α,(k)(u,h;x)=max

y≥x
{α,(k-1)(y)}

我们用数学归纳法证明 α,(k)(·)是拟凹的,并
且具有全局最大值点s*,α=ar􀱹 maxx∈ 

o(x)。
当k=1时,

α,(0)(x)= o(x)+α  [α,(0)(u,h;
(x+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-x-R1)
+]
)]= o(x)

所以 α,(0)(x)是拟凹的,且具有全局最大值点

s*,α=argmaxx∈ 
o(x)。

假设 α,(k-1)(x)拟凹,并且具有全局最大值点

s*,α 成立,我们期望证明 α,(k)(x)也是拟凹的,并且

具有相同的全局最大值点s*,α。

对于 α,(k)(u,h;x)=maxy≥x{α,(k-1)(y)},当

x≤s*,α 时,maxy≥x{α,(k-1)(y)}= α,(k-1)(s*,α);当

x≥s*,α 时,由拟凹函数的性质可知 α,(k-1)(x)单调

不增,所以maxy≥x{α,(k-1)(y)}= α,(k-1)(x)。于

是我们有
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α,(k)(u,h;x)=max
y≥x
{α,(k-1)(y)}

=
α,(k-1)(s*,α) 当x≤s*,α 时
α,(k-1)(x) 当x≥s*,α 时 

可以发现,当x≤s*,α 时,α,(k)(u,h;x)是一个

常数;当x≥s*,α 时,α,(k)(u,h;x)是拟凹函数并且

单调不增。于是,我们证明了,当 α,(k-1)(x)是拟凹

函数且具有全局最大值点s*,α 时,α,(k)(u,h;x)也
是拟凹函数,并且具有相同的全局最大值点s*,α。

考虑 α,(k)(u,h;(x+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-x-R1)+]
)。

易证(x+R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-x-R1)
+]关于x 单调

不减。由 引 理3.5可 得,α,(k)(u,h;(x+R1-

D1)+-ξ1;[1,(D1-x-R1)
+]
)也是拟凹函数。

于是,我们证明了
α,(k)(x)= o(x)+α  [α,(k)(u,h;(x+

R1-D1)+-ξ1;[1,(D1-x-R1)
+]
)]

是拟凹函数,并且有全局最大值点s*,α。
综上,我们用数学归纳法证明了 α,(k)(x)是拟

凹的,并且具有全局最大值点s*,α。进一步地,α,(k)

(x)也是拟凹函数,并且具有相同的全局最大值

点s*,α。
根据Bellman提出的最优性原理[17]

 

(参考3.3
节),可得

α,o(u,h;x)=sup
y≥x
{o(y)+α  [α,o

(u,h;(y+R1-D1)+-

ξ1;[1,(D1-y-R1)
+]
)]}

=lim
k→∞

α,(k)(·)

这意味着 α,o(u,h;x)是拟凹的,并且具有全局

最大值点s*,α。命题得证。
进一步地,直接应用刘克、曹平[18]中的定理4.1

可得

引理3.10 对于折扣准则,存在平稳策略π*∈
和折扣因子0≤α0<1,使得对任意的α∈(α0,1),价

值函数都满足

Vα(π*)=supπ∈ΠVα(π)

进一步地,这个平稳策略π* 是平均准则在A
中的最优策略。

所以,存在s*∈S 和折扣因子0≤α0<1,使得

当任意的α∈(α0,1)时,都满足

α,o(u,h;s*)=sup
s∈S

α,o(u,h;s)

并且具有水平s* 的基本库存策略就是平均准

则在S 中的最优策略,即当α=1时,无折扣时的长

期平均利润方程 π(u,h;x)的最大值点为

s*=minx∈ : (D1-R1≤x)≥
(1-p)u
(1-p)u+h  

(3-25)
定理3.1(基本库存策略的最优性) 对于零交

货期的P 系统,具有水平s*(3-25)的基本库存策略

是最 优 的。即,每 周 期 的 最 优 订 货 量 为 Qi =
(s*-Ni)+,s*的值由(3-25)给出。

注2 观察上式发现,当 D1≥R1 时,退货满

足部分需求后,应对剩余需求的最优库存水平(D1

-R1)正好与Andrew
 

等人[12]给出的无退货情形下

的最优库存水平s* =min x∈  : (D1≤x)≥

(1-p)u
(1-p)u+h 形式上保持一致,此时,最优库存水

平的取值始终为非负值;当D1<R1 时,不同于传统

认知,最优库存水平s*可能为负值。该结果直观地

表明,当退货能够在概率意义上大量补充库存时,
决策者更倾向于暂不订货或更少订货。

4 数值实验

在本节中,我们通过数值实验分析退货情形下

部分延期交付库存系统的订货策略,以评估前文所

提出的基本库存策略的实际性能。在所有数值实

验中,我们统一设定单位库存持有成本h=1,并将

单位销售价格u 从较低水平u=4逐步提高至较高

水平u=64,以考察销售价格变化对最优库存决策

及系统利润的影响。
需求随机变量Di 与退货随机变量Ri 的分布

组合如表中所示,分别考虑泊松分布与二项分布下

的多种参数设定。针对未满足需求的耐心程度,本
文重点比较两种典型情形:高耐心情形(p=0.7)和
低耐心情形(p=0.3)。

我们进一步比较考虑退货情形与忽略退货情

形下所得库存决策及系统利润的差异,以强调将退

货因素显式纳入模型的重要性。表3和表4分别给

出了考虑或忽略退货因素时,最优库存水平及长期

平均利润的比较。其中,(s*,s*(u,h;x))分别表示

由解析解计算得到的最优库存水平及对应的长期
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平均利润,(s',s'(u,h;x))表示在忽略退货因素的

前提下,依据不含退货因子的解析解所得到的库存

水平及其对应的长期平均利润。通过对比这两组

结果,可以直观刻画忽略退货行为所带来的决策偏

差及其对系统绩效的影响。

表1 基础库存策略的最优库存水平与每期平均利润(h=1,p=0.7)

Table
 

1 Optimal
 

inventory
 

level
 

and
 

average
 

profit
 

per
 

period
 

under
 

the
 

basic
 

inventory
 

strategy
 

(h
 

=
 

1,p
 

=
 

0.7)

(s*,s*) s*(u,h;x)

u=4 u=8 u=16 u=32 u=64 u=4 u=8 u=16 u=32 u=64

Di

Ri

P(10)

P(3)
(7,8) (9,8) (10,10) (12,11) (13,14) 24.86 51.72 106.57 217.16 441.21

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.2)
(3,3) (4,4) (5,5) (6,5) (6,6) 10.23 21.68 45.15 92.51 188.11

Di

Ri

P(10)

P(7)
(3,3) (5,4) (7,6) (8,8) (10,10) 7.99 18.75 41.57 88.31 182.95

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.4)
(1,0) (2,1) (3,2) (4,3) (5,4) 1.41 4.66 11.98 27.36 58.81

Di

Ri

P(10)

P(9)
(-3,-4) (0,-1) (2,3) (4,4) (5,6) -3.59 -1.40 4.87 19.63 50.03

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.45)
(-1,-2) (-1,0) (1,1) (2,2) (3,3) -2.19 -0.95 2.27 9.51 24.38

表2 基础库存策略的最优库存水平与每期平均利润(h=1,p=0.3)

Table
 

2 Optimal
 

inventory
 

level
 

and
 

average
 

profit
 

per
 

period
 

under
 

the
 

basic
 

inventory
 

strategy
 

(h
 

=
 

1,p
 

=
 

0.3)

(s*,s*) s*(u,h;x)

u=4 u=8 u=16 u=32 u=64 u=4 u=8 u=16 u=32 u=64

Di

Ri

P(10)

P(3)
(9,9) (11,11) (12,12) (13,14) (15,14) 23.43 50.25 105.02 216.48 440.02

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.2)
(4,4) (5,5) (6,6) (6,6) (7,7) 9.52 20.99 44.40 91.92 187.39

Di

Ri

P(10)

P(7)
(5,5) (7,6) (9,8) (10,10) (11,10) 6.39 17.10 39.89 86.59 181.29

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.4)
(2,2) (3,3) (4,3) (5,4) (5,5) 0.52 3.80 11.09 26.58 57.94

Di

Ri

P(10)

P(9)
(1,1) (2,3) (4,4) (6,6) (8,8) -5.87 -3.54 3.06 17.57 48.94

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.45)
(-1,0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) -3.15 -1.96 1.25 8.37 23.43

  表1和表2分别给出了在不同顾客耐心水平

下,最优基本库存水平及其对应的长期平均利润。

其中,s*表示由前文解析表达式s*=min x∈ : 

(D1-R1≤x)≥
(1-p)u
(1-p)u+h 计算得到的最优库

存水平;s*表示通过数值模拟搜索得到、使得系统

平均利润最大的库存水平;s*(u,h;x)则表示在策

略s*下系统每周期的平均利润。从整体上看,解析

解s*与数值模拟得到的最优库存水平
 

s* 在绝大

多数情形下高度一致。这表明本文给出的最优库

存水平解析解具有良好的数值稳定性。
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观察表中数据可知,当退货分布Ri 的期望水

平提高时,最优库存水平s*整体呈现下降趋势。这

是由于退货在系统中起到了随机库存补充的作用,
使得管理者在决策时无需维持过高的初始库存水

平。这一现象在不同需求分布下均表现一致,说明

考虑退货因素对库存决策具有显著的缓冲效应。
其次,对比表1与表2可以发现,当未满足需求的耐

心程度降低时,最优库存水平s*明显上升。这是因

为在低耐心情形下,未满足的需求更可能直接流

失,从而显著提高了缺货的机会成本。相应地,决
策者倾向于通过提高库存水平来降低需求流失的

风险。相反,在高耐心情形下,部分需求可以延期

至下一周期完成交付,结合本文中订货交货期为0
这一设定,决策者维持相对较低的库存水平是直观

的。此外,随着销售价格u 的提高,最优库存水平

s*整体呈现上升趋势,同时系统的长期平均利润近

似呈线性增长。这反映了当单位销售收益占主导

地位时,增加库存在经济效益上更具优势。值得注

意的是,最优库存水平的取值可能为负。这表明:
当退货能够在概率意义上大量补充库存时,决策者

更倾向于暂不订货或更少订货。

表3 考虑/忽略退货因素下库存水平及长期平均利润的比较(h=1,p=0.7)

Table
 

3 Comparison
 

of
 

inventory
 

levels
 

and
 

long-run
 

average
 

profit
 

with
 

and
 

without
 

considering
 

returns(h=1,p=0.7)

(s* ,s* (u,h;x)) (s',s'(u,h;x))

u=4 u=8 u=16 u=32 u=64 u=4 u=8 u=16 u=32 u=64

Di

Ri

P(10)

P(3)
(7,24.86) (9,51.72) (10,106.57)(12,217.16)(13,441.21) (10,24.11) (12,50.38) (13,105.49)(14,216.97)(15,439.02)

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.2)
(3,10.23) (4,21.68) (5,45.15) (6,92.51) (6,188.11) (5,9.61) (6,20.81) (6,44.74) (7,92.06) (8,186.78)

Di

Ri

P(10)

P(7)
(3,7.99) (5,18.75) (7,41.57) (8,88.31) (10,182.95) (10,3.82) (12,13.75) (13,36.89) (14,83.66) (15,179.34)

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.4)
(1,1.41) (2,4.66) (3,11.98) (4,27.36) (5,58.81) (5,-1.42) (6,1.68) (6,9.73) (7,24.57) (8,55.61)

表4 考虑/忽略退货因素下库存水平及长期平均利润的比较(h=1,p=0.3)

Table
 

4 Comparison
 

of
 

inventory
 

levels
 

and
 

long-run
 

average
 

profit
 

with
 

and
 

without
 

considering
 

returns(h=1,p=0.3)

(s*,s*(u,h;x)) (s',s'(u,h;x))

u=4 u=8 u=16 u=32 u=64 u=4 u=8 u=16 u=32 u=64

Di

Ri

P(10)

P(3)
(9,23.43) (11,50.25) (12,105.02)(13,216.48)(15,440.02) (12,22.36) (13,49.42) (15,103.57)(16,214.75)(17,437.73)

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.2)
(4,9.52) (5,20.99) (6,44.40) (6,91.92) (7,187.39) (6,8.74) (7,19.84) (7,43.77) (8,91.00) (8,187.08)

Di

Ri

P(10)

P(7)
(6,6.39) (7,17.10) (9,39.89) (10,86.59) (11,181.29) (12,1.79) (13,12.88) (15,35.03) (16,81.89) (17,176.82)

Di

Ri

B(10,0.5)

B(10,0.4)
(2,0.52) (3,3.80) (4,11.09) (5,26.58) (5,57.94) (6,-2.35) (7,0.60) (7,8.59) (8,23.61) (8,55.61)

  一个最为显著的现象是:当退货水平较高时,
忽略退货因素所得到的库存水平s'明显偏大,而由

此产生的利润损失也更为显著。具体而言,在当退

货分布由P(3)增至P(7),或由
 

B(10,0.2)增至

B(10,0.4)的情形下,可以观察到s'相对于s*的偏

差明显扩大。相应地,过高的库存水平会带来额外

的持有成本,使得长期平均利润 s'(u,h;x)相比于
s*(u,h;x)出现更明显的下降。此外,对比表3与

表4还可以发现,当顾客耐心程度降低时,忽略退货

所造成的负面影响进一步加剧。在低耐心情形下,
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未满足需求更可能直接流失,此时若仍基于不含退

货的模型进行决策,不仅库存水平偏差更大,而且

利润损失更加显著。这表明,在顾客放弃行为较为

普遍的环境中,同时考虑退货与顾客耐心对库存决

策尤为关键。最后,随着销售价格u 的提高,考虑

退货与忽略退货两种情形下的利润差距整体呈现

缩小趋势。这是因为当销售收益在利润结构中占

主导地位时,库存决策偏差所引致的相对损失被较

高的销售收益部分抵消。然而,即便在高价格区

间,忽略退货所带来的库存偏高现象仍然存在,说
明退货因素在库存系统中的影响并不会随着价格

上升而完全消失。
综上所述,数值结果表明:在存在退货与顾客

放弃行为的库存系统中,若在决策时忽略退货因

素,不仅会导致库存水平系统性偏高,而且可能造

成显著的长期利润损失。这一现象在退货水平较

高或顾客耐心较低的情形下尤为突出。
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Abstract:In
 

stochastic
 

inventory
 

management
 

studies,managers
 

can
 

fulfill
 

the
 

demand
 

of
 

customers
 

willing
 

to
 

wait
 

through
 

replenishment
 

and
 

delayed
 

fulfillment
 

when
 

stockouts
 

occur.However,the
 

impact
 

of
 

prod-
uct

 

returns
 

on
 

ordering
 

policies
 

has
 

received
 

limited
 

attention.In
 

fact,a
 

large
 

volume
 

of
 

product
 

returns
 

can
 

significantly
 

affect
 

inventory
 

levels.This
 

paper
 

investigates
 

an
 

inventory
 

system
 

with
 

product
 

returns,com-

prehensively
 

considering
 

customer
 

return
 

behavior
 

and
 

the
 

randomness
 

of
 

customer
 

patience
 

during
 

stock-
outs.It

 

is
 

proved
 

that
 

the
 

base-stock
 

policy
 

is
 

optimal
 

under
 

the
 

condition
 

of
 

zero
 

lead
 

time,and
 

the
 

analyti-
cal

 

solution
 

is
 

derived.Interestingly,the
 

optimal
 

inventory
 

level
 

may
 

be
 

negative.
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