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摘要:间断型Petrov-Galerkin方法(DPG)是一种区别于DG方法新型双曲守恒律方程数值求解方

法,其具备高精度与模板紧致的特点。然而为了克服高阶线性格式在大梯度解附近的非物理振

荡,DPG方法常常需要结合限制器函数来得到高分辨率的数值解图像。本文尝试将 HWENO作

为限制器函数与DPG进行结合,求解双曲守恒律方程的间断初值问题。时间离散采用单步高精度

SSP
 

Runge-Kutta方法,采用新的基于HWENO过程作为RKDPG方法的限制器,仅需一次重构,
就可完成高阶矩的更新,且无需计算线性权系数。由于精度达不到设计要求,因此对上述 HWE-
NO限制器对上述HWENO

 

限制器中对问题单元的识别方法进行部分改进,光滑解处使用原有数

值解。本文只给出P1 元 ~P3 元的计算结果,该限制器也适用于更高次元的DPG方法。通过数

值算例验证了该限制器在问题单元可以有效抑制非物理振荡,并且保持非问题单元处的原有精

度。满足DPG方法的高精度与紧致性特点。具有良好的数值计算效果。
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0 引言

双曲守恒律方程是一种重要的数学物理模型。
由于其非线性特征,尽管初值函数无间断,随着时

间的发展,也会出现间断解。这一特性使得该类方

程的数值计算存在着巨大的挑战。过去几十年,研
究者们一直在构造求解此类方程的高效数值方法,
在FDM,FVM以及FEM的基础上,研究者们提出

若干有效的数值计算方法[1-3]。
在对于 Neutron

 

transport
 

方程进行数值求解

时,Reed和Hill[4]构造了间断型Galerkin方法。其

后,B.Cockburn和C-W
 

Shu对DG方法进行了大

量扩展与应用[5-10]。DG方法设定单元之间是不连

续的,从而可以在单元内使用分片多项式,在空间

与时间上可以设计成高精度阶,灵活性高,
 

很适合

解决复杂边界问题。目前DG方法在很多重要领域

得到了快速发展和广泛应用。在求解Compressible
 

N-S方程时,F.Bassi和S.Rebay[11]首先提出利用

间断型Galerkin方法。在此基础上B.Cockburn和

C-W
 

Shu[12]提出局部间断型Galerkin方法,来求解

含空间高阶偏导数的方程。与DG方法不同的是,
当试验函数空间与检验函数空间不一致时,就产生

了间 断 型 Petrov-Galerkin方 法(DPG)。
 

陈 大 伟

等[13]在RKDG方法和有限体积法的基础上提出间

断控制体元方法,它可以看作一种DPG方法。结合
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local
 

DG和RKCVDFEM 方法基础上,文献[14-16]提

出了局部间断型Petrov-Galerkin(LDPG)方法,该
方法不仅计算过程简单,而且保持了双曲守恒律方

程数值解局部守恒性的优点。J.Qiu和
 

C-W
 

Shu
在2005年提出将 WENO作为限制器[17]与高阶DG
方法结合的思路,并获得良好的效果。之后,为克

服高阶 WENO的大模板与DG紧致模板的冲突,

J.Qiu与C-W
 

Shu其后又将 HWENO与DG方法

进行了有机结合[18,19]。在 WENO与 HWENO
 

过

程中,当某一“坏单元”被标记后,基于 Gauss积分

点的单元多项式要进行重构,且需要计算线性权系

数,随着格式精度要求的提高,所需插值模板宽度

不断增加。在相同模板宽度下,满足紧致性要求

时,会使方法精度更好,边界附近的离散格式更好

处 理。所 以 WENO
 

格 式 与 紧 致 性 要 求 不 符。

HWENO在重构时,各阶矩及各积分点所对应的线

性权系数不一致,当构造高次元格式时,高阶矩的

更新要基于若干次的重构过程,且计算线性权系数

过程太复杂。文献[20]构造一种非线性权系数方法

来避免光滑解区域数值解精度的clipping现象。房

金伟[21]在此基础上提出新的 HWENO限制器并将

其应用到RKDG方法中。该限制器仅需一次重构

即可,且不需要计算线性权,大大减少了计算量。
本文对于双曲守恒律方程的空间离散基于间

断型Petrov-Galerkin方法,分别使用的一次元、二
次元和三次元格式,相应的常微分方程组使用单步

高精度SSP
 

Runge-Kutta格式进行时间步求解。并

采用上述HWENO限制器,由于精度达不到设计要

求,故对上述HWENO限制器进行部分改进[22],从
而仅需一次重构,就可完成高阶矩的更新。通过光

滑因子构造一个简单函数,用来判断方程在某一时

刻解的光滑与间断并标记该单元。光滑解处取原

有高阶多项式,被标记的间断解处使用重构多项式

对各阶矩进行重构。该方法用较少的模板得到重

构多项式,使得DPG格式具有很好的紧致性。与原

有HWENO限制器相比较,为了重构问题单元的各

阶矩该HWENO限制器不再需要进行多次多项式

重构以及计算线性权系数,从而减少了计算量。并

在文末通过经典算例计算结果验证了该格式的高

精度与高分辨率。

1 间断型Petrov-Galerkin方法

1.1 空间离散

一维双曲守恒律方程

ut+f(u)x =0,a≤x≤b,0≤t≤T
u(x,0)=u0(x) 

(1.1.1)
这里f是流通量函数。首先将求解区间[a,b]剖

分成N 个单元格,a=x
-
1
2
≤x1

2
≤…≤x

N-
1
2
=b,

x
j-
1
2
(j=0,1,2,…,N-1)为剖分节点,第j个单元为

Ij= x
j-
1
2
,x

j+
1
2

  ,单元长度Δxj= x
j+
1
2
-x

j-
1
2

  ,

Δx=max0≤j≤N-1Δxj 。
试探函数

 

φh
 基函数选取为Legendre正交基

φ0
j x  =1,φ1

j x  =
x-xj

Δx
,

φ2
j x  =

x-xj

Δx  
2

-
1
12
,

φ3
j x  =

x-xj

Δx  
3

-
3
20

x-xj

Δx  ,…
对应每个基函数的L2 模 ‖φ‖2=∫Ij

φ2dx 为

a0=Δx,a1=
Δx
12
,a2=

Δx
180
,a3=

Δx
2800

,…

则单元形状函数uh 为

uh(x,t)=∑
k

l=0
cl

j(t)φl
j(x) (1.1.2)

其中cl
j(t)为单元自由度。

在每个单元Ij 上,选取x
j-

1
2
,x0

j,x1
j,…,xk-1

j ,

x
j+

1
2

作为插值节点,如图1所示。

图1 单元Ij 控制体积选取

Fig.1 Unit
 

Ij
 controls

 

volume
 

selection

围绕节点选取控制体积Il
j(l=0,1,…,k)。检

验函数ψh 基函数选取为

ψl
j =

1,∀x∈Il
j

0,otherwise (1.1.3)

将方程(1.1.1)两边同时乘以检验函数w ,在
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单元Ij 上积分,u 用uh 代替,w 用ψl
j 代替。

d
dt∫I0j

φ0
jdx  c0j +∫I0j

φ1
jdx  c1j +…+ 

∫I0j
φk

jdx  ck
j =-f|I0j

,

d
dt∫I1j

φ0
jdx  c0j +∫I1j

φ1
jdx  c1j +…+ 

∫I1j
φk

jdx  ck
j =-f|I1j

,

︙

d
dt∫Ikj

φ0
jdx  c0j +∫Ikj

φ1
jdx  c1j +…+ 

∫Ikj
φk

jdx  ck
j =-f|Ikj

,
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整理得

dc0j
dt
dc1j
dt
︙

dck
j

dt
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=A-1

fj-
1
2
-fuh x0

j,t    

fuh x1
j,t    -f uh x2

j,t    
︙

fuh xk-1
j ,t    -fj+

1
2
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(1.1.4)

其中

A=

∫I0j
φ0

jdx∫I0j
φ1

jdx …∫I0j
φk

jdx

∫I1j
φ0

jdx∫I1j
φ1

jdx …∫I1j
φk

jdx

︙ ︙ ⋱ ︙

∫Ikj
φ0

jdx∫Ikj
φ1

jdx …∫Ikj
φk

jdx
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(1.1.5)

在单元交界处允许解间断,由于fj±
1
2

无定义,

故用相容单调的Lipschitz数值流通量

f̂j±
1
2
=f̂u-

j±
1
2
,u+

j±
1
2

  (1.1.6)

代替fj±
1
2
,本文采用Lax-Friedrichs数值流通量,

f̂j±
1
2
=f̂u-

j±
1
2
,u+

j±
1
2

  

=
1
2 fu+

j±
1
2

  +fu-
j±

1
2

  -cu+
j±

1
2
-u-

j±
1
2

    

(1.1.7)

其中c=maxinfu0≤u≤supu0|f'(u)|。

至此,DPG格式空间离散完毕,得到如下常微

分方程组

dwh

dt =Lh Wh,t  (1.1.8)

其中Wh 为单元自由度构成的向量。

当基函数取线性元,二次元与三次元时分别对

应的矩阵M =A-1 如下

MP1 =
1
Δx

4 4
-1 1  ,

MP2 =
1
Δx

1 1 1

-
9
2 0 9

2
27
2 -27

27
2
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MP3 =
1
Δx

1 1 1 1

-
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4
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4
5
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15
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-
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3 128 -128
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1.2 HWENO限制器

(1)P1 元

u0
j 为 单 元Ij 的 积 分 平 均 值,在 模 板 W0 =

Ij-1,Ij,Ij+1  上构造二次多项式q0(x)满足

1
a0∫Ij+k

q0(x)dx=u0
j+k,k=-1,0,1

(1.2.1)

分别在模板WL = Ij-1,Ij  ,WR = Ij,Ij+1  
上构造一次多项式qL(x),qR(x)满足

1
a0∫Ij+k

qL(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=-1,0

1
a0∫Ij+k

qR(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=0,1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1.2.2)

我们的重构多项式为

H(x)=􀭵ω1 ωLqL(x)+ωRqR(x)  +􀭵ω2q0(x)
(1.2.3)

其中加权系数􀭵ω1,􀭵ω2,ωL,ωR ≥0,满足􀭵ω1+􀭵ω2=1,

ωL +ωR =1。

光滑因子βn 取为
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βn =∑
r

l=1∫
x
j+12

x
j-12

Δx2l-1 dlq(x)
dxl  

2

dx

(1.2.4)

计算qL(x),qR(x)对应的光滑因子ISL,ISR

ISL =u0
j -u0

j-1  2

ISR =u0
j+1-u0

j  2 (1.2.5)

取

β0=β
˙
0+β̈0=

1
12
(u0

j-1-2u0
ju0

j+1)2+ 
1
4 u0

j-1-u0
j+1  2 +u0

j-1-2u0
j +u0

j+1  2

(1.2.6)

β
˙
0=

1
12u0j-1-2u0j +u0j+1  2+

1
4 u0j-1-u0j+1  2

β̈0=u0
j-1-2u0

j +u0
j+1  2

ωL = βL

βL +βR
,ωR = βR

βL +βR

其中βL= 1+
τ

ISL +ε  
2

  ,βR= 1+
τ

ISR +ε  
2

  ,

τ=
ISL +ISR

2 -β
˙
0  

m

。

取s=2 ωL -
1
2  

2

+ωR -
1
2  

2

  ,
当s趋于0时,我们认为这个区间是光滑的,此

时取原有数值解。反之s趋于1时,这个区间含有

间断,使用重构多项式 H(x)逼近间断解。
取􀭵ω1=s4 10s2-24s+15  ,􀭵ω2=1-􀭵ω1。􀭵ω1

函数图形如图2所示。

图2 函数ω1 在区间[0,1]上的示意图

Fig.2 Schematic
 

representation
 

of
 

the
 

function

ω1
 on

 

the
 

interval
 

[0,1]

P1 元只需重构u1
j

u1
j =
1
a1∫Ij

H(x)φ1
jdx (1.2.7)

(2)P2 元

u0
j 为单元Ij 的积分平均值,u1

j 为单元Ij 的一

阶矩,u2
j 为 单 元Ij 的 二 阶 矩,在 模 板 W0 =

Ij-1,Ij,Ij+1  上构造四次多项式q0(x)满足

1
a0∫Ij+k

q0(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=-1,0,1

1
a1∫Ij+k

q0(x)φ1
j+kdx=u1

j+k,k=-1,1

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(1.2.8)

分别在模板WL = Ij-1,Ij  ,WR = Ij,Ij+1  
上构造二次多项式qL(x),qR(x)满足

1
a0∫Ij+k

qL(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=-1,0

1
a1∫Ij-1

qL(x)φ1
j-1dx=u1

j-1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1.2.9)

1
a0∫Ij+k

qR(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=0,1

1
a1∫Ij+1

qR(x)φ1
j+1dx=u1

j+1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1.2.10)

我们的重构多项式为

H(x)=􀭵ω1 ωLqL(x)+ωRqR(x)  +􀭵ω2q0(x)
(1.2.11)

计算qL(x),qR(x)对应的光滑因子ISL,ISR

ISL =
1
3 25u0

j  2-50u0
ju0

j-1+25u0
j-1  2 

-38u0
ju0

j-1+38u0
j-1u1

j-1+16u1
j-1  2 

ISR =
1
3 25u0

j  2-50u0
ju0

j+1+25u0
j+1  2 

+38u0
ju1

j+1-38u0
j+1u1

j+1+16u1
j+1  2 

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.2.12)

ωL,ωR,􀭵ω1,􀭵ω2 的计算同P1 元。

P2 元时我们需要重构u1
j,u2

j
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u1
j =
1
a1∫Ij

H(x)φ1
jdx (1.2.13)

u2
j =
1
a2∫Ij

H(x)φ2
jdx (1.2.14)

(3)P3 元

在模板W0= Ij-1,Ij,Ij+1  上构造6次多项

式q0(x)满足

1
a0∫Ij+k

q0(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=-1,0,1

1
a1∫Ij+k

q0(x)φ1
j+kdx=u1

j+k,k=-1,1

1
a2∫Ij+k

q0(x)φ2
j+kdx=u2

j+k,k=-1,1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.2.15)

分别在模板WL= Ij-1,Ij  ,WR= Ij,Ij+1  上

构造3次多项式qL(x),qR(x)满足

1
a0∫Ij+k

qL(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=-1,0

1
a1∫Ij-1

qL(x)φ1
j-1dx=u1

j-1

1
a2∫Ij-1

qL(x)φ2
j-1dx=u2

j-1
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(1.2.16)

1
a0∫Ij+k

qR(x)φ0
j+kdx=u0

j+k,k=0,1

1
a1∫Ij+1

qR(x)φ1
j+1dx=u1

j+1

1
a2∫Ij+1

qR(x)φ2
j+1dx=u2

j+1

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.2.17)
我们所利用的重构多项式为

H(x)=􀭵ω1 ωLqL(x)+ωRqR(x)  +􀭵ω2q0(x)
(1.2.18)

计算qL(x),qR(x)对应的光滑因子ISL,ISR

ISL =
1
36326298u0

j  2+26298u0
j-1  2+24615u1

j-1  2+39330u1
j-1u2

j-1+16651u2
j-1  2 

+6u0
j-1 8425u1

j-1+6654u2
j-1  -6u0

j 8766u0
j-1+8425u1

j-1+6654u2
j-1   

ISR =
1
36326298u0

j  2+26298u0
j+1  2+24615u1

j+1  2-39330u1
j+1u2

j+1+16651 u2
j+1  2   

+6u0
j+1 -8425u1

j+1+6654u2
j+1  -6u0

j 8766u0
j+1-8425u1

j+1+6654u2
j+1   

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.2.19)

ωL ,ωR ,􀭵ω1,􀭵ω2 的计算同P1 元。

P3 元时我们需要重构u1
j,u2

j ,u3
j

u1
j =
1
a1∫Ij

H(x)φ1
jdx (1.2.20)

u2
j =
1
a2∫Ij

H(x)φ2
jdx (1.2.21)

u3
j =
1
a3∫j

H(x)φ3
jdx (1.2.22)

1.3 时间离散

使用Runge-Kutta方法对半离散后得到的常

微分方程组进行时间离散。令tn,n=0,…,nt为

[0,T]的剖分,记Δt=tn+1-tn ,并且定义CFL=

‖f'‖L�

Δt
Δx
。

u(1)=un +
1
2ΔtL un  

u(2)=un +
1
2ΔtL u(1)  

u(3)=un +ΔtL u(2)  

un+1=
1
3 -un +u(1)+2u(2)+u(3)  +

1
6ΔtL u(3)  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

2 数值算例

2.1 算例1

ut+ux =0

u(x,0)=sin(2πx) (2.1.1)

我们计算到t=0.1s。表1~表6的计算结果

验证了算例1在无限制器和基于 HWENO限制器
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的间断型Petrov-Galerkin方法具有二阶、三阶和四

阶精度。对比无限制器和基于 HWENO限制器下

的计算结果表明,DPG格式在基于 HWENO限制

器下的数值解没有使光滑区域极值点处降阶。

表1 基于线性元下算例1的误差的收敛阶(无限制器)

Table
 

1 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

linear
 

elements(without
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 1.16E-002 — 1.79E-002 —

20 3.03E-003 1.94 4.71E-003 1.93

40 7.69E-004 1.98 1.21E-003 1.96

80 1.93E-004 1.99 3.03E-004 2.00

160 4.83E-005 2.00 7.58E-005 2.00

320 1.21E-005 2.00 1.89E-005 2.00

640 3.00E-006 2.01 4.68E-006 2.01

表2 基于线性元下算例1的误差的收敛阶(HWENO限制器)

Table
 

2 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

linear
 

elements(HWENO
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 1.17E-002 — 3.36E-002 —

20 3.03E-003 1.95 6.25E-003 2.43

40 7.69E-004 1.98 1.21E-003 2.37

80 1.93E-004 1.99 3.03E-004 2.00

160 4.83E-005 2.00 7.58E-005 2.00

320 1.21E-005 2.00 1.89E-005 2.00

640 3.00E-006 2.01 4.68E-006 2.01

表3 基于二次元下算例1的误差的收敛阶(无限制器)

Table
 

3 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

quadratic
 

elements(without
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 5.34E-003 — 8.26E-003 —

20 6.47E-004 3.05 1.02E-003 3.02

40 8.03E-005 3.01 1.26E-004 3.02

80 1.00E-005 3.01 1.58E-005 3.00

160 1.25E-006 3.00 1.97E-006 3.00

320 1.57E-007 2.99 2.46E-007 3.00

640 1.96E-008 3.00 3.08E-008 3.00

表4 基于二次元下算例1的误差的收敛阶(HWENO
 

限制器)

Table
 

4 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

quadratic
 

elements(HWENO
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 5.34E-003 — 8.26E-003 —

20 6.47E-004 3.05 1.02E-003 3.02

6
中国理论数学前沿

Frontiers
 

of
 

Chinese
 

Pure
 

Mathematics



续表  

N L1error L1order L�error L�order

40 8.03E-005 3.01 1.26E-004 3.02

80 1.00E-005 3.01 1.58E-005 3.00

160 1.25E-006 3.00 1.97E-006 3.00

320 1.57E-007 2.99 2.46E-007 3.00

640 1.96E-008 3.00 3.08E-008 3.00

表5 基于三次元下算例1的误差的收敛阶(无限制器)

Table
 

5 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

cubic
 

elements(without
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 4.15E-004 — 6.42E-004 —

20 2.12E-005 4.29 3.30E-005 4.28

40 1.61E-006 3.72 2.52E-006 3.71

80 9.42E-008 4.10 1.48E-007 4.09

160 5.48E-009 4.10 8.60E-009 4.11

320 3.46E-010 3.99 5.44E-010 3.98

640 2.13E-011 4.02 3.35E-011 4.02

表6 基于三次元下算例1的误差的收敛阶(HWENO限制器)

Table
 

6 Convergence
 

order
 

of
 

the
 

error
 

of
 

example
 

1
 

based
 

on
 

cubic
 

elements(HWENO
 

limiter)

N L1error L1order L�error L�order

10 4.15E-004 — 6.42E-004 —

20 2.12E-005 4.29 3.30E-005 4.28

40 1.61E-006 3.72 2.52E-006 3.71

80 9.42E-008 4.10 1.48E-007 4.09

160 5.48E-009 4.10 8.60E-009 4.11

320 3.46E-010 3.99 5.44E-010 3.98

640 2.13E-011 4.02 3.35E-011 4.02

2.2 算例2

ut+ux =0,

u(x,0)=
1,x∈ [-0.2,0.2]

0,otherwise 
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (2.1.2)

2.3 算例3

ut+ux =0

u(x,0)=
sin(2πx),x∈ [0.3,0.8]

cos(2πx)-0.5,otherwise 
􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(2.1.3)

为了区分不同剖分下图像的差别,图像只画出

部分点。图3~图8给出了不同初值下T 时刻时

P1,P2,P3 元的数值解和精确解的对比图。图像

表 明,基 于 HWENO 限 制 器 的 间 断 型 Petrov-
Galerkin方法在计算Riemann初值问题时具有良

好的效果,有效抑制虚假振荡,且随着求解区间加

密和格式精度上升,数值解与精确解的吻合度越来

越高。
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图3 算例2
 

P1 元,剖分80与160个单元,t=0.2

Fig.3 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

2,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图4 算例2
 

P2 元,剖分80与160个单元,t=0.2

Fig.4 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

2,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图5 算例2
 

P3 元,剖分80与160个单元,t=0.2

Fig.5 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

2,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图6 算例3
 

P1 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.6 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

3,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图7 算例3
 

P2 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.7 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

3,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图8 算例3
 

P3 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.8 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

3,
 

80
 

and
 

160
 

cells
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2.4 算例4

ut+ux =0

u(x,0)=

1
6
(G(x,β,z-β)+G(x,β,z+β)+4G(x,β,z)), x∈ [-0.8,-0.6]

1, x∈ [-0.4,-0.2]

1-|10(x-0.1)|, x∈ [0,0.2]

1
6
(F(x,α,a-δ)+F(x,α,a+δ)+4F(x,α,a)), x∈ [0.4,0.6]

0, otherwise

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2.1.4)

初始条件包括高斯函数、一个方波、一个三角

波和半个椭圆。图9~图11表明,该格式可以很好

处理含有多种形式的间断问题,有效抑制非物理振

荡。且随着求解区间加密和格式精度上升,数值计

算结果与精确解的逼近程度更为良好。

图9 算例4
 

P1 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.9 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

4,
 

80
 

and
 

160
 

cells

exact
N=80
N=160

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 0.5

n

x

图10 算例4
 

P2 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.10 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

4,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图11 算例4
 

P3 元,剖分80与160个单元,t=0.1

Fig.11 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

4,
 

80
 

and
 

160
 

cells

2.5 算例5
 

无黏Burgers方程

ut+
u2

2  x
=0

u(x,0)=
1
2+sinπx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2.1.5)

由函数图像可知,Burgers方程在t=
1.5
π

处出

现间断解。图12~图14表明,该方法有效抑制了

虚假振荡。对间断具有良好的分辨率。
图15为P2 元下DG与DPG方法在N=80时

的对比图,由图像可得与基于 WENO限制器下的

DG方法相比基于HWENO限制器下的DPG方法

同样有较好的数值模拟效果。
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图12 算例5
 

P1 元,剖分80与160个单元,t=
1.5
π

Fig.12 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

5,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图13 算例5
 

P2 元,剖分80与160个单元,t=
1.5
π

Fig.13 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

5,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图14 算例5
 

P3 元,剖分80与160个单元,t=
1.5
π

Fig.14 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

5,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图15 算例5
 

P2 元,DG与
 

DPG方法剖分80个单元,
 

t=
1.5
π

Fig.15 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

5,

DG
 

and
 

DPG
 

methods,
 

80
 

cells

2.6 算例
 

6
 

一维Buckley-Leverett方程

ut+
4u2

4u2+(1-u)2  x
=0

u(x,0)=
1,x∈ [-0.5,0]

0,otherwise 

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2.1.6)

由图16~图18可知,对比 HWENO
 

限制器下

的数值解与 WENO格式[23,24]下的数值解,验证了

该格式数值解无振荡,可以很好地捕捉间断和激

波,可以很好地近似精确解,具有高分辨率和低数

值耗散性。

图19为P2 元下DG与DPG方法在N=80时

的对比图,由图像可得与基于 WENO限制器下的

DG方法相比基于HWENO限制器下的DPG方法

可以很好地逼近间断解,有较好的数值模拟效果。

图16 算例6
 

P1 元,剖分80与160个单元,t=0.4

Fig.16 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

6,
 

80
 

and
 

160
 

cells
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图17 算例6
 

P2 元,剖分80与160个单元,t=0.4

Fig.17 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

6,
 

80
 

and
 

160
 

cells

图18 算例6
 

P3 元,剖分80与160个单元,t=0.4

Fig.18 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

6,

80
 

and
 

160
 

cells

图19 算例6
 

P2 元,DG与
 

DPG方法剖分80个单元,t=0.4

Fig.19 Schematic
 

diagram
 

of
 

Example
 

6,

DG
 

and
 

DPG
 

methods,
 

80
 

cells

3 结论

本文研究了一维双曲守恒律方程基于 HWE-
NO限制器的间断型Petrov-Galerkin方法。在问

题单元处,仅需一次重构,就可完成高阶矩的更新,
且不需要计算线性权系数,降低了计算复杂程度。
理论上该限制器的构造方法可用于任意次的DPG
有限元方法,本文只给出P1 元 ~P3 元的计算结

果。经典数值算例的计算结果表明,在保证紧致性

的前提下,该限制器在捕捉激波间断方面有着不错

的效果。在问题单元处有效抑制了虚假振荡,具有

其理论设计的高精度和高分辨率特性。且随着格

式精度的上升,可以很好地逼近间断解,具有良好

的数值计算效果。

利益冲突:作者声明无利益冲突。
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Abstract:The
 

discontinuous
 

Petrov-Galerkin
 

method(DPG)is
 

a
 

new
 

type
 

of
 

numerical
 

solution
 

to
 

the
 

hy-

perbolic
 

conservation
 

law
 

equations,which
 

distinguishes
 

itself
 

from
 

the
 

DG
 

method
 

by
 

its
 

high
 

accuracy
 

based
 

on
 

compact
 

stencils.However,in
 

order
 

to
 

overcome
 

the
 

unphysical
 

oscillations
 

of
 

the
 

higher
 

order
 

linear
 

schemes
 

near
 

the
 

large
 

gradient
 

solution,the
 

DPG
 

method
 

often
 

needs
 

to
 

incorporate
 

limiter
 

func-
tions

 

to
 

obtain
 

a
 

high-resolution
 

image
 

of
 

the
 

numerical
 

solution.This
 

paper
 

attempts
 

to
 

combine
 

HWENO
 

as
 

limiter
 

function
 

with
 

DPG
 

to
 

solve
 

the
 

discontinuous
 

initial
 

value
 

problems
 

for
 

the
 

hyperbolic
 

conserva-
tion

 

law
 

equations.The
 

single-step
 

high-accuracy
 

SSP
 

Runge-Kutta
 

method
 

is
 

used
 

for
 

time
 

discretization,

and
 

a
 

new
 

HWENO-based
 

process
 

is
 

used
 

as
 

the
 

limiter
 

of
 

the
 

RKDPG
 

methods,which
 

requires
 

only
 

one
 

reconstruction
 

to
 

complete
 

the
 

update
 

of
 

the
 

higher-order
 

moments
 

without
 

calculating
 

the
 

linear
 

weight
 

coefficients..Since
 

the
 

accuracy
 

does
 

not
 

meet
 

the
 

design
 

requirements,the
 

HWENO
 

limiter
 

above
 

is
 

par-
tially

 

improved
 

for
 

the
 

identification
 

of
 

the
 

problem
 

cells
 

in
 

the
 

HWENO
 

limiter
 

above,with
 

the
 

original
 

numerical
 

solution
 

used
 

at
 

the
 

smooth
 

solution.This
 

paper
 

only
 

gives
 

the
 

calculation
 

results
 

of
 

P1 ~P3,

and
 

the
 

limiter
 

is
 

also
 

applicable
 

to
 

the
 

DPG
 

method
 

for
 

higher
 

elements.Numerical
 

examples
 

show
 

that
 

the
 

HWENO
 

limiter
 

can
 

effectively
 

suppress
 

non-physical
 

oscillations
 

in
 

the
 

problem
 

cells
 

and
 

keep
 

the
 

o-
riginal

 

accuracy
 

at
 

the
 

non-problem
 

cells.The
 

high
 

accuracy
 

and
 

compactness
 

characteristics
 

of
 

the
 

DPG
 

method
 

are
 

maintained.The
 

numerical
 

calculation
 

solutions
 

are
 

efficient
 

and
 

accurate.
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