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摘要:线性判别分析在特征提取和数据降维及分类上具有重要的作用,随着科技的进步,需要处理

的数据越来越庞大,然而在高维情形下,线性判别分析面对着两个问题—投影后的数据解释性不

足,因为它们均涉及到所有p 个特征,是所有特征的线性组合以及类内协方差矩阵的奇异性问题。
线性判别分析存在三个不同的论点:多元高斯模型、Fisher

 

判别问题和最优评分问题。针对这两个

问题,本文建立了一种求解第k 个判别成分的模型,该模型首先对线性判别分析中的Fisher判别

问题原始模型做出变换,利用类内方差的对角估计矩阵代替原始类内协方差矩阵,克服了矩阵奇

异的问题,同时将其投影到正交投影空间上,以便去掉其正交约束,随后加入了lq 范数正则项,增
强其解释性,实现降维和分类的目的。最后给出了求解该模型的迭代算法及收敛性分析,证明了

由该算法产生的序列是下降收敛的,且对任意初始值均收敛到问题的局部最小值。
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0 引言

模式分类是模式识别的核心研究内容,它可以

分为有监督学习和无监督学习。有监督学习需要

已知每个数据点所属的类别或标签作为输入,并通

过训练来建立一个分类模型,使其能够正确地预测

新数据点的类别或标签。无监督学习则不需要提

供标签信息,而是寻找数据中的内在结构并将数据

分组到不同的簇中。分类算法是模式分类的核心

部分之一,常见的分类算法包括决策树、朴素贝叶

斯、支持向量机、神经网络等。
近年来受到广泛关注的特征选择和提取在模

式分类中发挥着重要作用。然而,图像原始数据包

含大量冗余特征和噪声,给图像识别和图像分析带

来了困难[1]。在这种情况下,对于分类任务,如何选

择和提取整个练习中最重要的特征的不同类别是

最重要的,也是最难的。事实证明,特征选择和提

取是机器学习和模式分类领域的有效工具。它们

可以降低复杂性,提高效率并增强分类性能[2]。

在过去的几十年中,人们提出了各种特征提取

方法。在这个分支中,主成分分析(PCA)是最著名

的方法之一,其主要思想是尝试学习一个可以保留

原始 数 据 主 要 能 量 的 投 影[3]。局 部 保 留 投 影

(LPP),稀 疏 保 留 投 影(SPP)和 邻 域 保 留 嵌 入

(NPE),他们学习的投影也是特征提取方法,这些

方法考虑了原始的局部流形几何数据并尝试在投

影空间中保留局部信息。随后,分类器,例如 K最

近邻(KNN)和支持向量机(SVM),通常用于分类。

上述方法虽然没有使用数据的标签信息,各有优

势,但在一定程度上这些算法的分类性能还不够好。

实际上,我们希望对带有类别标签的数据(有
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监督的)可以实现降维,降维后可以更好地区分每

个类别。这时,出现了另一种经典的特征提取算

法—线性判别分析(LDA)。然而在高维情形下,从

LDA得到的分类规则缺乏解释性,因此,为获得稀

疏的判别变量,本文将在 LDA 中引入lq 范数正

则项。

1 预备知识

1.1 符号与定义

α=(a1,a2,…,ap)T∈p ,其中(·)T表示向量

或矩阵的转置,p 表示p 维实数向 量 的 全 体。

X ∈n×p 是一个数据矩阵,其中 n×p 表示n×p
维实数矩阵的全体。xij 表示矩阵的第i行第j列

元素。Tr(X)表示矩阵 X 的迹,即主对角线上各

元素之和,rank(X)表示矩阵X 的秩,Σ=XTX/n
表示矩阵X 的协方差矩阵。广义实数集可表示为

=∪ {±�}。

1.2 文献综述

线性判别分析(Linear
 

discriminant
 

analysis)因
其简单、稳健和预测准确性而成为许多应用中监督

分类的首选工具[4]。LDA还提供数据在最具辨别

力的方向上的低维投影,这对于数据解释很有用。

LDA分类器存在三个不同的论点:多元高斯模型、

Fisher判别问题和最优评分问题。经典LDA通常

在简单和低维数据集上具有优异的性能。但已知

它存在两个问题:
(1)当预测变量p 的数量大于观察值n 时。在

这种情况下,不能直接应用LDA,因为特征的类内

协方差矩阵是奇异的[5]。
(2)当p 较大时,从LDA得到的分类规则很难

解释,因为它涉及所有p 特征,是所有特征的线性

组合。
在某些情况下n≤p,人们可能希望有一个执

行特征选择的分类器。这种稀疏分类器确保更容

易的模型解释,并可以减少训练数据的过度拟合。

Fisher
 

LDA通过最大化类间方差和类内方差

之间的样本比率来寻找一组判别向量。为解决特

征的类内协方差矩阵奇异这一问题,Krzanowski

等[6]考 虑 了 类 内 协 方 差 矩 阵 的 其 他 正 定 估 计。

Guo、Hastie
 

和Tibshirani等[7]在萎缩质心正则化

判别分析(RDA)中,估计协方差矩阵时结合了脊型

罚和软阈值。

为获得稀疏判别向量,受Zou等[8]提出的稀疏

PCA方法启发,Qiao等[9]提出了针对高维低样本

数据的稀疏线性判别分析。首先通过将广义特征

值问题转换为回归类型问题,将判别向量与回归系

数向量相关联,然后应用具有l1 惩罚的惩罚最小二

乘法来解决问题。2011年 Witten等[10]在其文献中

同样将l1 惩罚应用于Fisher判别问题,解决该问题

是具有挑战性的,因为它不是凸问题,因此必须应

用专门的技术,如文中所提出的最小化最大化方

法。同年,Shao等[11]提出了基于高维数据阈值的

稀疏线性判别分析,证明了其在未知参数的某些稀

疏条件下渐近最优。文章中还表明,当样本数n→
�时,Fisher线性判别是渐近最优的。但是当变量

维数p 远大于n 时,Fisher判别准则的错判概率接

近 1
2
,也就是说此时线性判别分析相当于随机

猜测。
作为LDA的一种等价形式,开发了最优评分,

这在 Hastie、Buja和Tibshirani的文章中进行了详

细讨论[12]。它是通过一系列评分,将分数分配给类

别(组、类别),将分类变量转换为定量变量,从而将

分类问题重铸为回归问题。对于二值分类,Mai和

Zou[21]建立了Fisher判别问题和最优评分问题之

间的等价性,并声明它们都按照缩放正则化参数的

贝叶斯规则进行求解。最优评分标准的形式为:

min
βk,θk
 ‖Yθk-Xβk‖  

s.t 
1
nθ

T
k YTYθk=1,

θT
kYTYθl=0.(1≤l≤k-1)

式中,X 是一个n×p 数据矩阵,在行上具有观察

值,在列上具有特征,Y 表示k 类伪变量的n×k 矩

阵,Yik 是第i个观测值是否属于第k 类的指标变

量,如果第i个观测值属于第k 类,则由Yij=1定

义,否则有Yij=0。由于 X 的列居中,平均值为

零[13]。一些研究人员提出通过对βk 施加惩罚来惩

罚最优得分标准。
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2 模型

2.1 模型介绍

下面 介 绍 Fisher线 性 判 别 分 析(FLDA 或

LDA)的相关定义和模型,FLDA目的是寻找一个

使得类间平方和与类内平方和的比率最大化的线

性函数aTx,形式上,假设有k 个类别,并设xij,

j=1,…,ni,i=1,…,k,表示第i类观测值的向量。

xi 表示第i类的平均值,n=n1+…+nk,令X 是一

个n×p 数据矩阵,且y=Xa,则FLDA求解:

max
a

∑
k

i=1ni(yi-y)2

∑
k

i=1∑
ni
j=1
(yij -yi)2

.

式中,yi 表示y 的第i个子向量yi 的均值,对应于

第i个类别。用Xa 代替y,我们可以将类内平方和

重写为:

∑
k

i=1∑
ni
j=1
(yij -yi)2         

 =aT∑
k

i=1∑
ni
j=1
(xij -xi)(xij -xi)Ta

 
def
aT∑wa.

类间平方和为:

∑
k

i=1ni(yi-y)2         

 =∑
k

i=1ni{aT(xi-x)}2

 =aT∑
k

i=1ni(xi-x)(xi-x)Ta

 
def
aT∑ba.

因此,比率可以由下式给出:

aT∑ba

aT∑wa
.

如果a1 是使比率最大化的向量,则可以找到在

∑w
中与a1 正交的下一个方向a2,使得比率最大

化,并且可以类似地依次计算附加方向。投影方向

ai 通常称为判别坐标,线性函数aT
ix 称为Fisher

线性判别函数。

2.2 模型发展

下面介绍稀疏LDA的模型发展,LDA的主要

思想是投影,该算法的优点是缩短了同类型样本的

投影距离,同时也可以增加不同类型的样本的距

离。但是LDA也有它的设计缺陷。它的大部分投

影系数不为零,新的特征样本是所有样本特征的线

性组合,导致投影后的矩阵对特征缺乏很好的解释

性,体现在以下几个方面。首先,LDA对矩阵特征

没有很好的解释,无法在大量冗余数据中选择最合

适的函数。其次,鲁棒性较差,LDA选择前k 个最

小特征值对应的k 个特征向量作为特征提取投影

时,受数据影响较大,LDA数据分类变化较大。这

导致对于不同大小的数据集,LDA的分类准确率存

在很大差异。针对这些问题,众多研究者提供了解

决方法。例如,一种获得稀疏判别变量的方法是利

用l1 惩罚,其优化问题为:

max
βk
 βT

k∑bβk -r‖βk‖1   

s.t. βT
k(∑w +Ω)βk =1,

βT
k(∑w +Ω)βl =0.(∀l<k)

Witten和 Tibshirani在文献[10]中采用了这

种方法,并采取最小化—最大化方法求解该模型。

2022年束磊等[14]将l0 惩罚用于原始模型上,

提出了基于l0 约束的稀疏线性判别分析模型如下:

max
βk

{βT
k∑
︵k

bβk}   

s.t. ‖βk‖0 ≤s,

βT
k∑


wβk =1.

式中,∑


w
是类内协方差矩阵的对角阵估计,∑

︵k

b

是利用正交投影思想转化后的类间协方差矩阵,s
是事先给定的稀疏度。文中给出了一种稀疏LDA
算法进行求解,在实验效果上说明了其收敛性,但
并未证明。

Line
 

Vlemmensen等[5]转 而 应 用l1 惩 罚 到
 

LDA的最佳得分公式中。文中的SDA方法是按顺

序定义的。第k个SDA解对(θk,βk)求解问题:

min
βk,θk
 ‖Yθk-Xβk‖+rβT

kΩβk+λ‖βk‖1

s.t.
1
nθ

T
kYTYθk=1,

θT
kYTYθl=0 (1<l≤k-1)

式中,λ为非负调谐参数,Ω 为正定惩罚矩阵。如果

对于r>0,Ω=rI 那么这是一个弹性净罚。如果r
足够大,则生成的判别向量将是稀疏的。如果r=0,
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那么这就简化为Hastie等[5]提出的惩罚判别分析。
上式可以用一种简单的迭代方式进行优化:我们对

βk 保持固定θk 进行优化,我们对θk 保持βk 固定进

行优化。
在文献[15]中,Le

 

Thi等将l0 正则化项添加

到最优评分的目标函数以赋予判别向量稀疏性,提
出l0 稀疏最优评分问题,其公式如下:

min
 

βk,θk
 ‖Yθk-Xβk‖+λ1‖βk‖22+λ2‖βk‖0

s.t.
1
nθ

T
kYTYθk=1,

θT
kYTYθl=0 (1<l≤k-1)

文中提出了一种基于DC(凸函数差分)规划方

法的新BCD方法。为了处理l0 正则化项,使用两

个非凸连续函数来近似l0 范数。然后通过进行DC
分解,利用直流算法解决最小化l0 的子问题。然

而,在DC方案中,需要解决一系列非光滑子问题。
这将增加新提出的坐标下降法的计算负担。

在线性判别分析的另一模式———最优评分问

题中,李国权等[16]在2021年提出了加入lq-
正则项

的稀疏最优评分问题,并用迭代算法进行求解。受

此系列文章启发,我们提出以下基于lq-
正则项的

稀疏Fisher线性判别模型。

2.3 加入lq- 正则项的模型

Fisher
 

LDA寻找线性函数βTx,使得类间平方

和与类内平方和的比率最大化,形式上,考虑一个

简单的多元高斯模型,即第k 类的分布为N(μk,

∑w
),μk∈p 是均值向量,∑w

是p×p 的类内

方差矩阵,假设有K 个类别并设xij,j=1,…,ni 是

第i类观测值的向量,i=1,…,k,令n=n1+…+nk,

xi 表示第i类的平均值。则Fisher判别问题可表

示为:

βk =argmin
 

βk

βT
k∑wβk

βT
k∑bβk

s.t.βT
k∑wβl=0.(∀l≤k)

μk 的估计为 ‖Ck‖-1∑i∈Ck
xi,Ck 表示第k

类的指标集。πk 是第k 类的先验概率,∑w
的估

计为n-1∑
K

k=1∑i∈Ck
(xi-μk)(xi-μk)T,∑b

的

估计为n-1∑
K

k=1πkμkμkμT
k。

标准的组内方差协差阵估计量为:

∑w

︵
=n-1∑

K

k=1∑i∈Ck
(xi-μk

︵)(xi-μk
︵)T.

其中,μk
︵ 是第k类的样本均值向量。

标准的组间方差∑b

︵
估计量为:

∑b

︵
=n-1xTx-μk

︵
=n-1∑

K

k=1nkμk
︵
μk
︵T.

为解决矩阵奇异问题,一种简单方法是使用广

义逆矩阵,例如Duintjer
 

Tebbens[17]在2007年提到

的 Moore-Penrose伪逆矩阵。尽管它很简单,但这

种方法可能性能不佳,因为同年,Guo等[18]已表明

广义逆由于缺乏观测值而非常不稳定。Krzanows-
ki等[6]在其文献中考虑修改原问题,转而寻找一个

单位向量β,最大化βT∑b

︵
β,使得

 

βT∑w

︵
β=1。还

有一种常用方法是在Fisher判别问题中使用类内

协方差矩阵的正则化估计。例如:

max
βk

βT∑bβk            

s.t βT
k(∑w +Ω)βk =1,

βT
k(∑w +Ω)βl =1.(∀l≤k)

Hastie、Buja
 

和
 

Tibshirani在文章中采用了这

种方法,∑w +Ω是正定的,因此,即使p≫n,问题

中的判别向量也可以计算,此外,合适的Ω可以得

出平滑的判别向量[19]。而Friedman等[20]考虑了

对角阵估计。

∑w


=diagσ2

1
︵,…,σ2

p
︵

  .

其中,σ2j
︵

是∑w
︵ 的第j 个对角元,在本文中,我们使

用的是∑w


是对角线估计的情况,因为已经表明,当

p>n 时,对∑w 使用对角线估计可以导致良好的分

类结果[2]。
为解决正交约束,下面我们将用到这样一个

引理。
引理1:以下两个问题的解等价:

max
βk
 βT

k∑b

︵
βk          

s.t.
 

βT
k∑w


βk ≤1,

βT
k∑w


βl =0.(∀l<k)

max
βk

βT
k∑

k

b

︵
βk
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βT
k∑w


βk <1.

式中,∑
k

b
︵=n-1XTY(YTY)-1/2P⊥

k (YTY)-1/2

YTX,P⊥
k 定义如下:P⊥

k =I,对于k>1,P⊥
k 是

(YTY)
-12YTXβ︵i,

 

i<k张成的线性空间的补空间上

的正交投影算子。
引理1的证明见参考文献[10]中的附录A.2,当

求出β1
︵,…,βk

︵ 时,用∑
︵k+1

b
替代原先的组间方差,重

复之前的求解过程,直到得到所有的判别向量。
则原问题转变为:

βk =argmin
βk

βT
k∑w


βk

βT
k∑b

︵
βk

.

求解上述问题相当于求解:

βk =argmin
βk

 βT
k∑w


βk -λk-1

1 βT
k∑b

︵
βk.

为得到稀疏的判别向量,对上式实施l0 惩罚

βk =argmin
βk

βT
k∑w


βk -λk-1

1 βT
k∑b

︵
βk +λ2‖βk‖0.

由于上述问题是非凸非光滑且 NP-难,我们转

为用lq 范数逼近,上式转化为:

βk =argmin
βk

βT
k∑w


βk -λk-1

1 βT
k∑b

︵
βk +

λ2‖βk‖q
q.(0<q≤1)

其中,‖βk‖q
q=∑j

∣βj∣
q 为了克服由‖βk‖q

q 引

起的非光滑性,引入常规参数ε,上式转为:

βk =argmin
βk

βT
k∑w


βk -λk-1

1 βT
k∑b

︵
βk +

λ2‖βk‖q
q,∈.(0<q≤1)

其中,‖βk‖q
q,ε=∑p

j=1
(∈+[βk]2j)q

/2,[βk]j 表示

βk 的第j个元素,当ε足够小的时候,‖βk‖q
q,∈ 是

‖βk‖q
q 的一个较好的近似。

min
β

=βT
k∑w


βk -λk-1

1 βT
k∑b

︵
βk +

λ2‖βk‖q
q,∈.(0<q≤1)

(3.1)

3 算法及收敛性分析

3.1 算法

问题(3.1)的局部最小值点β∈,q
k 需满足以下梯

度方程

λ2qβ∈,q
k

(∈+(β
(t)
k )2)

1-y
2















1≤k≤p

+

 2∑wβ
∈,q
k -2λ1
︵∑b

︵
β∈,q

k =0.

令Dl=diag
λ2q

(∈+(β t  
k )2)1-y/2





 






1≤k≤p

,则上式可以

写作:

Dl +2∑w


-2λ1∑b

︵
  βl+1

k =0. (4.1)

算法1:
设置一个初始点β01∈p,令l=0
如果k>1,定义一个正交投影矩阵P⊥k ,投影到

正交于(YTY)-1/2YTXβ︵i 的空间上,∀i<k.令:

∑
︵

w =n-1∑
k

k=1∑i∈Ck
(xi-μ︵k)(xi-μ︵k)T.

∑w


=diagσ︵21,…,σ︵2p  ,P⊥

1 =I.

∑
k

b

︵
=n-1XTY(YTY)-1/2P⊥k (YTY)-1

/2YTY,∑
1

b

︵

=∑b

︵
.

循环以下步骤:
(1)通过等式(4.1)利用βl

1 计算βl+1
1 .

(2)l=l+1.
直到‖β

(l)-β
(l+1)‖2 收敛时停止循环。

3.2 收敛性分析

为证明其收敛性,需要用到以下定理:
定理1.对于∈>0,∀α,β并且0<q<1,有

(∈+α2)
q
2-(∈+β2)

q
2- qβα-β  

(∈+α2)
1-q

2
≥0.

(4.2)
定理2.令∈>0,且{β

(l)}�l=0 是由算法1产生

的序列,则序列{Lq(∈,β
(l)}�l=0 下降且收敛,即Lq

∈,β
(l)  -Lq ∈,β

(l+1)  ≥0。
证明:

Lq(∈,β
(l))-Lq(∈,β

(l+1))

 =λ2∑
p

j=1

(∈+(β
(l)
j )2)q

/2-λ2∑
p

j=1

(∈+(β
(l+1)
j )2)q/2+

β
(l)∈ (∑


w -λ1∑
︵

b
)β

(l)-

β
(l+1)∈ (∑


w -λ1∑
︵

b
)β

(l+1)
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=λ2∑
p

j=1
∈ +(β

(l)
j )2)q

/2-λ2∑
p

j=1
∈ +(β

(l+1)
j )2)q/2+

(β
(l)-β

(l+1))T(∑w -λ1∑
︵

b
)(β

(l)-β
(l+1))+

2β
(l)∈ (∑


w -λ1∑
︵

b
)β

(l+1)-

2β
(l+1)∈ (∑


w -λ1∑
︵

b
)β

(l)

=λ2∑
p

j=1
∈ +(β

(l)
j )2)q

/2-λ2∑
p

j=1
∈ +(β

(l+1)
j )2)q/2+

(β
(l)-β

(l+1))T(∑


w -λ1∑
︵

b
)(β

(l)-β
(l+1))+

2(β
(l)-β

(l+1))T ∑


w -λ1∑


b  β(l+1).

由于上述梯度等式(4.1)可以写作:

∑


w -λ1∑
︵

b =Dl/2.

则:

2(β
(l)-β

(l+1))T(∑


w -λ1∑
︵

b
)β

(l+1)

 =2(β
(l)-β

(l+1))T(Dl/2)β
(l+1)

=-2(β
(l)-β

(l+1))T λ2q
2(∈+(β

(l)
j )2)1-q

/2




 






1≤j≤p
β
(l+1)

=-∑
p

j=1

λ2qβ
(l+1)
j (β

(l)
j -β

(l+1)
j )

(∈+(β
(l)
j )2)1-q

/2

利用不等式(4.2),可得:

Lq(∈,β
(l))-Lq(∈,β

(l+1))

 =λ2∑
p

j=1 (∈+(β
(l)
j )2)q

/2-(∈+(β
(l+1)
j )2)q/2-

qβ
(l+1)
j (β

(l)
j -β

(l+1)
j )

(∈+(β
(l)
j )2)1-q

/2 +

(β
(l)-β

(l+1))T(∑


w -λ1∑
︵

b
)(β

(l)-β
(l+1))

≥ (β
(l)-β

(l+1))T(Dl/2)(β
(l)-β

(l+1))

≥0.
因此,序列{Lq(∈,β

(l)}�l=0 是下降的,由于

Lq(∈,β
(l))对于任意β∈p 都是非负的,因此序

列同样是收敛的。
定理3.令∈>0并且0<q<1则对任意初始

点β0∈p,由算法1产生的序列{β
(l)}�l=0 都收敛到

问题(3.1)的局部最小值点。
证明:
由定理2,已知序列{Lq(∈,β

(l))}�l=0 是下降

的,且下界为0,因此可以假设存在 M ≥0,使得

liml→�Lq(∈,β
(l))=M 则有:

‖β
(l)
q ‖≤‖β

(l)‖q,∈≤Lq(∈,β
(l))≤M+1.

对于足够大的l,有‖β
(l)
q ‖是有界的,那么存

在收敛子序列{β
(li)}�i=1 和点β︵∈p 使得liml→�β

(li)

=β︵。此 外,由 (4.1)可 知,{β
(l)}�l=0 的 子 序 列

{β
(li+1)}�i=1 同样也是收敛的,即存在β∈p,使得

limi→�β
(li+1)=β︵.又由于Lq(∈,β

(l))在p 上是连

续的,所以有Lq(∈,β)=Lq(∈,β︵),因此,由定理2
可得

0=Lq(∈,β)-Lq(∈,β︵)≥(β-β︵)T(Dl/2)(β-β︵)≥0.

即(β-β︵)T(Dl/2)(β-β︵)=0,
 

则β=β︵,证毕。

4 总结与展望

4.1 总结

本章首先针对传统线性判别分析在高维情形

下类内协方差矩阵奇异以及缺乏解释性这两个问

题,建立了一种求解第k 个判别成分的模型,该模

型在原模型的基础上利用类内方差的对角估计矩

阵代替原始类内协方差矩阵,克服了矩阵奇异的问

题,同时将其投影到正交投影空间上,去掉了其正

交约束,最后加入了lq 范数正则项,获得稀疏解,增
强其解释性,并提出了求解该模型的迭代算法。最

后给出了该算法的收敛性证明。

4.2 展望

本文在研究具有lq 正则项的稀疏判别分析的

问题上,虽然详细讨论了求解第k 个判别变量的模

型和算法,但是并没有应用于实际问题中,对于是

否可以有效改善其解释性,以及对线性判别分析的

分类效果是否有积极作用缺乏说服力。因此可以

将其应用于具体问题,观察其分类效果以及降维后

数据的解释性是否得到有效提高。

利益冲突:作者声明无利益冲突。
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 Regularization

CHEN
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(School
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Mongolia
 

University,Hohhot
 

010021,China)

Abstract:Linear
 

discriminant
 

analysis
 

plays
 

an
 

important
 

role
 

in
 

feature
 

extraction,data
 

dimensionality
 

re-
duction,and

 

classification.With
 

the
 

progress
 

of
 

science
 

and
 

technology,the
 

data
 

that
 

need
 

to
 

be
 

processed
 

are
 

becoming
 

increasingly
 

large.However,in
 

high-dimensional
 

situations,linear
 

discriminant
 

analysis
 

faces
 

two
 

problems:the
 

lack
 

of
 

interpretability
 

of
 

the
 

projected
 

data
 

since
 

they
 

all
 

involve
 

all
 

p
 

features,which
 

are
 

linear
 

combinations
 

of
 

all
 

features,as
 

well
 

as
 

the
 

singularity
 

problem
 

of
 

the
 

within-class
 

covariance
 

ma-
trix.There

 

are
 

three
 

different
 

arguments
 

for
 

linear
 

discriminant
 

analysis:multivariate
 

Gaussian
 

model,

Fisher
 

discrimination
 

problem,and
 

optimal
 

scoring
 

problem.To
 

solve
 

these
 

two
 

problems,this
 

article
 

es-
tablishes

 

a
 

model
 

for
 

solving
 

the
 

kth
 

discriminant
 

component,which
 

first
 

transforms
 

the
 

original
 

model
 

of
 

Fisher
 

discriminant
 

problem
 

in
 

linear
 

discriminant
 

analysis
 

by
 

using
 

a
 

diagonal
 

estimated
 

matrix
 

for
 

the
 

within-class
 

variance
 

in
 

place
 

of
 

the
 

original
 

within-class
 

covariance
 

matrix,which
 

overcomes
 

the
 

singulari-
ty

 

problem
 

of
 

the
 

matrix
 

and
 

projects
 

it
 

to
 

an
 

orthogonal
 

projection
 

space
 

to
 

remove
 

its
 

orthogonal
 

con-
straints,and

 

subsequently
 

an
 

lq
 norm

 

regularization
 

term
 

is
 

added
 

to
 

enhance
 

its
 

interpretability
 

for
 

the
 

purpose
 

of
 

dimensionality
 

reduction
 

and
 

classification.Finally,an
 

iterative
 

algorithm
 

for
 

solving
 

the
 

model
 

and
 

a
 

convergence
 

analysis
 

are
 

given,and
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

sequence
 

generated
 

by
 

the
 

algorithm
 

is
 

de-
scended

 

and
 

converges
 

to
 

a
 

local
 

minimum
 

of
 

the
 

problem
 

for
 

any
 

initial
 

value.
Keywords:Linear
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optimization;lq
 norm;projection
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